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о ПОТЕРЕ УСТОйЧИВОСТИ ТОКОНЕСУЩЕй ппьстинки-попосы

в последнее время токонесущие тонкие тела типа пластин и оболочек стали

привлекать внимание многих исследователей в силу их широкого исполь­

зования в различных областях современной техники [5, 8]. При прохожде­

нии электр ического тока в твердом теле возникают механические напряже­

ния, обусловленные вза имодействием тока с собственным магнитным полем,

а также джоулевым нагревом . В р аботе [8] приведен подробный анализ су·

ществующих по настоящее время работ по устойчивости токонесущих стерж­

ней (проволак). В работе [4] показано, что взаимодействие электрического

тока, протекающего по направлению образующих цилиндрической оболоч-

. ки , с собственным полем приводит к потере упругой устойчивости оболочки .

Вопросу потери термсупругой устойчивости токонесущей пластинки под

действием темпер атурных напряжений, обусловленных джоулевым теплом,

была посвящена работа [3]. в работе [7] проведен эксперимент по определе­

нию критической комбинации силы тока и напряженности внешнего маг­

нитного поля, при которой тонкая проводящая пластинка теряет устойчи~

вость. В да нной работе исследуется вопрос статической потери устойчи­

вости упругой тонкой токонесущей пластинки-полосы. Явление потери ,

устойчивости такой пластинки при относительно большом токе (сила тока :

10""" 4000 А) наблюдалось в лабораторных условия х [8].
Пусть по бесконечной проводящей пластинке-полосе толщины 2h' и ши- ]

рины 2а течет равномерно распределенный по поперечному сечению постоян- .

ный электр ический ток плотностью jo. Прямоугольная декартова я система

координат выбр ана так, что плоскость (х, у) совпадает со срединной плос­

костью пластин ки, а направление оси Ох совпадает с направлением электри ­

ческого тока. В выбранной системе координат пластинка занимает область

Iх 1< 00, I у I~ а, I г I~ h. Принимается, что поверхности пластинки '
z.= +h, у = ±а свободны от механических нагрузок. Джоулево тепло и

индуцированные электромагнитные поля в пластинке не учитываются . .
Собственное магнитное поле пластинки но определяется из решения!

краевой задачи магнитостатики и в области, занимаемой пластинкой, ком- 1

поненты вектора напряженности магнитного поля имеют вид I

Нох = О, НОу = 2jo [(h - z) ('arctg h
G + .11+ arctg JG - .11)_

, с . - z !- Z "

. ' а + у а - и : а - У (а - У)" -1- (h + г)2
- (h + z) \ arctg h + z + arctg h + г ) - -2-!П (а _ .11)2+ (h _ г)2

4()

2j [ , h + г
Ног = _О (а + у) larctg _+ +

с _ \ . а у
(1) :



+ arctg h I г) _ (а _ y)(arctg' h + z+ arctg h - г) +
ату , а-у а-у,

+ Z+ h ln (а -1- у)2 -1- (h -1- г)2 + h - 2 Jn (а -1- у)2 -1- (h - г)2 ]
2 (а - у)2 + (h + г)2 2 (а - у)2 + (h - г)2

(с ~ электродинамическая постоянная) .

Взаимодействие электрического тока с собственным магнитным полем

приводит к возникновению пондеромоторной силы Ампера

Под действием силы "РО в тонкой пластинке устанавливается обобщенное
плоско-напряженное состояние с усредненным механическим напряжением

h

о; = 5oydz, которое определяется из следующей краевой задачи :
-h

ао'. '. h

- 0- = Ля. Г HOzdz' ау' (+ а) = О. (3)
dy с J '

-h

Решение задачи (3) имеет вид

• 2j~ r [ а .л, а - у . а]
ау = с2 i2h (а + у)2 arcctg 2hу + (а - y)Z arc ctg~ - 4а2 arcctg T +

+~(a~ctg а + у + arctg а - у _ arclg ...!!:..... ). + (а + у) 3 ln (а + у) +
3 , 2h 2h h 3

+ (а -; у)3 Jп (а _ у) _ 8;3 Iп 2а + 2 (а + у) [h2 _ (а 1/)2]Х
Х ln [(а + у)2 + 4hZ] + 2 (а - у) [h2- (а -:-;/)2Jlп[(а _ у)2 + 4h2] -

- 4а (hZ_ ~2 ) ln (4а2 + 4hZ)} . (4)

Функция 0'; (у) В интервале [-а, а] есть четная функция; при h2 /a2 « ]
она является неположительной и монотонно возрастающей в интервале

. [О, а] (монотонно убывающей в интервале [-а, О]).

Таким образом" вследствие взаимодействия электрическо го тока с соб­

ственным магнитным полем в пластинке возникает сжимающее усилие --
О'; и, следовательно, может иметь место потеря упругой устойчивости плас­
тинки.

В рамках теории Кирхгофа уравнение устойчивости тонкой пластинки
имеет вид

D ~~ - :у [О';(у) : J= О. (5)

Здесь D = 2Eh3/3 (1 - ,,2) - цилиндрическая жесткость; w - нормальное

перемещение срединной плоскости пластинки (Е -модуль Юнга, v - коэф­

фициент Пуассона).

Пусть пластинка шарнирно оперта по торцам у = +а. Введем безраз­

мерные парам€тры

h
б=-.

а

(6)

Тогда уравнение (5) и граничные условия запишутся в виде

и"" + "л [g(ll) и']' = О ; и (+ 1) = и" (+ 1) = О (7)

(штрих означает дифференцирование по n).
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g (71) = - -h- f(1 + 11)31п (1 + 11) + (1 -11)31п (1-11) -
. 0 \ .

.: 2462 Iп 2 + '4 (l - 3(2) Iп (l + 6)2 + [662 (l + 11) - (I -+; 1"])3 ] Iп [(1 + 11? +

+ 462] + [662(1- 11) - (1-; 11)3 ] Iп к 1 - 11?+ 462'] +

+ 66 [(l + 11)2 arcctg 1t 1"] + (1 - 11)2 arcctg 126 11 - 4 arcctg +]+
; 85:3 i t 1+ 11 t 1-1') t I)} .+ о \агс g~ + агс g~ -- а гс g т, . (8)

Так как пластинка является тонкой 62 « 1, то в дальнейшем g (11) заме­

ним на функцию

Q(11) = 1img(11,6)=12[2Iп2-(I+ч)lп(1+11)~(I-11)lп(1-'Il)]. (9)
О-О I

-в (7) л, - есть беэраэмерная- величина, характериаующаялтлотносгь
.электрического тока jo; g (11) - безразмерное выражение функции уси-. .
лия ау.

j6a3 (1 - vЗ)
. Л, = Ehc2 ' ;

(10)

Таким образом, вопрос определения критической плотности электри­
ческого тока, при которой пластинка теряет упругую устойчивость.эсводит­

ся К рассмотрению краевой задачи (7) на собственные значения .
. Краевая задача (7) является самосопряженной, причем в силу неотри­

цательносги функции Q (1"]) все собственные числа задачи (7) вещественны и

положительны [6]. .
Для определения наименьшего собственного числа л,], соответствующего

критической плотности электрического тока УО., рассмотрим метод последо-

вательных приближений [6]. .
Согласно этому методу, который справедлив для рассматриваемой здесь

краевой задачи, будем исходить из произвольной функции РО= (5 - 6112 +
+ 114)/12, удовлетворяющей граничным условиям, и определим функцию

Р1 из краевой задачи

'11

Решением краевой задачи '(10) является функция Р]= 5Фd11, где

-\

Ф (11) = [ I~ (l + 11)6 - : (l + 1"])5 + +(1 + 1"])3] In (l + 1"]) -

- f_2
_ (1 - 1"])6 - 2 (1 - 11)5 + ---±- (1 - 11)3'J In (1 - 1"]) ....:....L 15 5 . 3

- 2~15- [(1 + 1'])6 - (1 - 1'])6] - I~O [(l + 1"])5 - (1 - 1'])5] +

+ I~ [(1 + 1"])3 - (1 - 1"])3] - 1'] ( ~8 lп 2 - 258) + (4r)3- +1']5) ln 2.

С помощью функций Ро , F1 , определяя постоянные Шварца и их отно­

шения , а также нижнюю границу второго собственного числа "2' ' получаем

0,2606 :::;; х, :::;; 0,2688.
Таким образом, критическая плотность тока, при которой токонесу­

щая пластинка теряет устойчивость, определяется формулой .. v Ehc2

Jo.;:::::;0,51 a3(I-v2) ' (11)

В таблице приведены численные значения критической силы тока

10.= 4jo.ah для различных проводящих пластин, полученные на ОСНОВе

формулы (11).
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Материал I Толщина I Ширина IСила тока
пластннкн 2h (10-2 М) 2а (10-2 М) 10. кА

Алюминий 0,02 :г 1,94
0.02 10 0,86
0,04 4 3,88
0,04 10 2,32
0,1 12 8,84

Цинк 0,02 1 2,04
0,02 6 .1,11
0,06 8 5,26
0,06 10 4,73
0,1 10 10,2

Медь 0,02 1 2,36
0,02 8 1,18
0,04 6 3,77

I
0,06 10 5,47
0,1 16 9,2

(12)Н 8johoz=--y.
са

Подставляя формулы (12) в (3), полу­
чаем

и~ (у) = _ 8j~~2a (1 - ~:).

Краевая задача на собственные значения в безразмерных величинах

имеет вид

Обсудим другой ' подход к задачам магнитоупругости токонесущих тел,

связанный с приближенным определением собственного магнитного тюля

Но. дело в том, что большинство краевых задач магнитостатики не допус­

кают зачастую аналитического определения вектора напряженности магнит­

ного поля (в частности, задачи определения магнитного поля токонесущей

прямоугольной пластинки или соленоида конечных размеров) и, следова­

тельно, применение приближенных методов в таких задачах является необ­

холимым .

В работах [1, 2] для приближенного определения собственного магнит­

ного поля токонесущей пластинки-полосы использована гипотеза магнито­

упругости тонких тел, первоначаль-

но сформулированная относительно

характера изменения индуцированно­

го электромагнитного поля в тонком

теле. Использование этой гипотезы

значительно облегчает решение задачи

магнитостатики и позволяет опреде­

лить компоненты вектора напряжен­

ности собственного магнитного поля

[1, 2]:

Нох = О ,. НОу = - 4njo ('1-~) г,
с па .'

u""+Чf(1'))U']'=О, и(+1)=и"(±I)=0, f(ч)=i2(1-1')2). (13)

. Для краевой задачи (13).использование метода последовательных при­

ближений приведет ' к следующему соотношению для наименьшего собствен­

ного числа:

0,4285 ~ "'1~ 0,4292. (14)

Критическая плотность тока jo*, соответствующая соотношению (14),
имеет вид

. I Ehc2

10. ;:::;:; 0,64 1 аЗ (I _ v2) • (15)

Из сопоставления формул (11) и (15) видно, что приближенное опреде­
ление собственного магнитного поля, основанное на гипотезе магиитоупру­

гости тонких тел, приводит к качественно правильному результату.
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в последнее время при решении задач термоупругости для кусочно-одно­

родных тел широко применяется метод, основанный на использовании

обобщенных функций [1,2,5, 7-9]. Этот метод применен ниже при нахож­

дении решений задач термоупругостидля составных пластинок с помощью

функции напряжений в случае обобщенного плоского напряженного со­

стояния.

Рассмотрим составную пластинкутолщиной28, состоящую из l состыко­
ванных ортотропных полос-пластинок. Пусть Р; - физико-механические ха­

рактеристики i-ro элемента составной пластинки. Эти характеристики для

составной пластинки представим в виде

1-1

Р (х) = Рl + ~ (Pi+! - Pi) S_ (х - Xi)' (1)
1=1

где Х! - координата плоскости сопряжения i-ro и i + г-го элементов;

S_(11)={1, 11;;;;':0,
0,11<0.

Пластинка нагревается симметрично относительно ее срединной плос­

кости z = О источниками тепла плотности Wt (х, у, г, т) и внешней средой,

теплообмен с которой через поверхности Z = +8 пластинки осуществляется

по закону Ньютона.

1Jля определения нестационарного температурного поля и обусловлен­

ных им квазистатическихтемпературных напряжений имеем известные [3]
уравнение теплопроводности и уравнение для определения функции напря­

жений Р. Нахождение решений '3ТИХ уравнений с помощью преобразова­

ний Фурье и Лапласа сводится к интегрированию частично вырожденных

обыкновенных линейных дифференциальных уравнений с постоянными ко­

эффициентами второго и четвертого порядков, которое осуществляется на

основании фундаментальных систем решений, построенных в работе [4].
в качестве примера рассмотрим задачу об определении температурных

напряжений в свободной от внешней нагрузки составной бесконечной плас­

тинке, состоящей из сопряженных встык полубесконечных разнородных

ортотропных пластинок и нагреваемой источниками тепла удельной мощ­

ности q, равномерно распределенными по области \ I х I~oo, I.y I~ 8,

I z I~ 8), где 8« 8. с помощью интегрального преобразования Фурье

и фундаментальной системы решений для рассматриваемого случая [4] на­

ходим установившееся температурное поле

где

j ер (х, rl) cos nydn,
-00

(2)
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