
+ ~ Р2;;2зdS + ~ Р123;12зdL) = ~ P1F1dV + ~ P2F2dV + ~ Р2FзdV +
513 Lt~ V 1 V, У=,

+ ~ P1zF'12dS + ~ Р1зF'1зdS + j Р2зF2зdS + ~ Р12зF'12ЗdL +.
S1.! S13 S2З L 1 2З

(5)

Кроме введенных выше, здесь использованы обозначения: Ni! - внешняя
нормаль к линии контакта, лежащая в соответствующей касательной плос-

кости; -; - вектор, касательный к периметру смачивания; индексами А и В
отмечены значения линейного натяжения V12З 12] в соответствующих точках
(см. рис. 2). . --

Стягивание материального объема к точке на линии L12 З приводит К

уравнению

..... .....
d _( .....) .......... dVizз _ du12зs + .....F N...... л _

lh"" Р12ЗV123 + Р12ЗV123S .~ - ds Р123 123 - 12 а12

- N1з • ~13 - N2з . ~23 + Р12;12 ~12 - ;123) . N12 +
+ Р1З;1 З (;13 -- ;123) . N13 + Р23;23 «(;23 - ;123) . N2з . (6)

При Р12 = Р13 = Р23 = Р123 = О, а123 = О, (;1 - ;12) . (;1 = о, «(;2 -;12) х

х (;2 = О, ~12 = V1i, ;13 = (51зi, ~23 = (5231 из уравнений (4),(6) следуют
уравнения (1), (2).

Таким образом, можно сделать вывод, что обобщенные формулы Лап

ласа и Юнга являются двухмерным и одномерным вариантами одного урав

нения, в чем легко убедиться, сравнив выражения (4), (6).
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УСТАНОВИВШАЯСЯ ПОЛЗУЧЕСТЬ ТОНКИХ ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК

8РАЩЕНИЯ С УЧЕТОМ НАПРЯЖЕНИй ПОПЕРЕЧНОГО СДВИГА

Вопросам построения физических зависимостей междуобобщенными скорос

тями деформаций и обобщенными напряжениями для тонких пластин и обо

лочек, находящихся в условиях установившейся ползучести, получению

основных разрешающих уравнений установившейся ползучести таких кон-
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(1)
дФ

BII=--,
aai ;

егрукций И их исследованию посвящено много работ [1-8, 10-12J. В этих

работах, кроме [11J, используется гипотеза Кирхгофа - Лява для распре

деления скоростей деформаций по толщине оболочки и пренебрегается Влия

нием на процесс деформирования нормальных напряжений, действующих

, на площадках, параллельных срединной поверхности оболочки, и сдвиго

вых касательных напряжений. Кроме того, при формулировке физических

соотношений установившейся ползучести тонких оболочек используются

различные предположения и допущенияг позволяющие получить прибли

женные уравнения, например, техническая теория ползучести оболочек [1,
1], использование понятия «нейтральной» поверхности оболочек [Ю], рас

емотрение чисто моментного напряженного состояния [2, 6] и др. [3, 5, 11,
12]. Поэтому представляется интересным получить дифференциальные урав

нения установившейся ползучести пологих оболочек вращения в точной по

етановке для одного из законов ползучести, которые учитывали бы влияние

напряжений поперечного сдвига на процесс деформирования, и сравнить

е этим результатом решение аналогичных задач, построенных на основании

получивших наибольшее распространение приближенных уравнений пол

зучести тонких оболочек [8J.
Предположим [4, 7], что существует потенциал скоростей деформаций

ползучести Ф (аи) такой, что

(2)

причем функция Ф (ии) зависит от некоторой однородной функции' напря
жений первой степени Р* (аи) и соотношение (1) з апишется так:

дФ гг- f (Р*) гг-
Вц =-х-'-- = --.

, aF' aai; aai;

В работе [7] показано, что вид функции f (Р*) легко определить из сравне

ния за ви симостей (2) с найденной экспериментально зависимостью скорости

деформации от напряжения для одноосного растяжения, если только функ

цИЮ F* (а i/) выбрать так, чтобы при одноосном растяжении ее величина ста

новилась равной растягивающему напряжению. Поэтому отнесем тензор

напряжений к главным осям и зададим функцию F* Д.1Я осесимметричного

случая в виде

(3)F (F*)2 2 + 2 ,_ 3 2. = . = а\ - U 1а2 Gz -г ёG2 Gj3,

где а - коэффициент; учитывающий анизотропию материала на попереч

ный сдвиг.

Подставляя выражение (3) в соотношения (2) и затем составляя из най

денных _скоростей деформаций выражение

находим

({Р) ~ ~ .

(4)

(5)

(7)

(8)

Сравнивая полученное равенство со степенным законом ползучести при од

ноосном растяжении е _.В1 а
n

, для функции f (F*) получаем выражение

f(F*) = В1 (Р*)n = ~, (6)

и окончательно З,ависимости (1), (2) запишутся так:

1 n-l aF
Bl/ =-2 В1Р 2 -д-'

alj

а потенциал скороспей деформаций ползучести примет вид

в-т

Ф = т 1 i:1+m ( _ _1)m+ 1 '" т - n .
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в работе [7] показано, что из справедливости соотношений (1) следуют
обратные соотношения, т. е. легко показагь, что-существует потенциал на-

пряжений U (еп) такой, 'что
дU

ац=-.- ,
деij

(9)

причем функция U ((оп) определяется зависимостыо

. Bim~l-f-m

U=а{iБI/-Ф=D-Ф= 1+т (10)

Нетрудно показать, что введенные таким образом функции Ф (ап) и

U (8i/) в точности совпадают с функциями дополнительного рассеяния Л
и рассеяния L [4, 7]. "' , .

Одной из самых основных трудностей при изучении установившейся

ползучести оболочек и пластин является формулировка потенциала обобщен

ных скоростей деформаций ползучести или соответствующих обобщенных

напряжений.

Отнесем оболочку к системе координат X 1 , Х2 , Z, где Х1 , Х2 - криволи

нейная ортогональная система координат, заданная на срединной поверх

ности оболочки, ее координатные линии совпадают с линиями кривиэны, а

ось Z направлена по нормали к срединной поверхности оболочки в направле

нии центров кривизны и имеют начало на срединной поверхности. Для рас
пределения скоростей деформаций по толщине оболочки примем гипотезу

типа Тимошенко .
(11 )

где EiO, % i (i = 1, 2) - скорости деформаций и искривлений срединной. по

верхности оболочки; Е1 зо - скорость деформации поперечного сдвига.
Из справедливости соотношений (9) следует справедливость аналогич

ных зависимостей в пространственных обобщенных скоростей деформаций

и обобщенных напряжений [7],а именно: ..
дU* дU * дU*

Т{=-.-, М{=--.-, Q=-.-. (12)
деiо . ОХ{ де\зо

(13)
h

И* = ~ UdZ .
-h

Здесь T l , M i (i = 1, 2), Q - усилия, моменты и перерезывающая сила, а

функция И* имеет вид

Легко показать, что из формул (12) немедленно вытекают обратные соот

ношения, т. е.

. где

дф*

еlO=~'
дф*

Х{ = - ----ам:- '
t

дф*

f,130 = дQ' (14)

(15)
. h

ф* = j ФdZ.
-h

Подставляя зависимости (11) в выражение (10) и затем произведя ин

тегрирование поформуле (13), находим

И* = Bi
m

(_2_)m+! rpm~! dZ. (16)
т+ 1 УЗ j

-h

Здесь введены обозначения:

Р = 'PL - 2ZPLK + Z2PK ; PL = 8Io + 810820 + e~o + (1~2 ёIзо; (17)

рск; = 810 (%1 ++%2) + 820 (Х2 ++Х1) ; Рк = %I + XiX2 + ~. (18»:
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(20)

(21 )

(22}

Подстановка выражения (16) в формулы (12) дает возможность найти

следующие определяющие'. уравнения установившейся ползучести обо

.10ЧКИ:

(19)

и, j = 1, 2; i =1= j),

где

п m-\

i v = (}" (+1 в;" I p-2-ZV
-

1dZ, V= 1, 2, 3.
r 3 " -h

Отметим, что такие уравнения можно получить с помощью формул (9),
(10), (11) и последующего интегрирования по толщине оболочки.

В " качестве примера рассмотрим находящуюся под осесимметричной

нагрузкой пологую кольцевую оболочку вращения переменной толщины

'2h = 2hо ЧJ (r) «(Р (О) = 1). Введем следующие безразмерные величины:

г Z 'Ф w iJ R. .
х = ~' Z = Т' л, = --тt; W = h;;' и = ~' 1'1 = h: 1',

(1. _ ~ ь = ь. ( 2 )-<m+2) т
t-' - R.

2
• R.

2
' k; = ho'X;, qx = УЗ QB! l(аhоЧJ (х)?,

(
2 )-<m+l1 т

t i = УЗ " Т;В I 1(2hоЧJ (х»;

(
2 )-<m+l1 т 2 2 ( 2 )-(m+l) 2 т 2

т; = УЗ М;В,/(hоЧJ (х»,. р = , УЗ q*RzB1/(6ho),

(
2 г тq*= 2ахqxf(VЗ~), t* = УЗ R2T*B1/(2ho),

где r - радиальная координата; R1 , R2- радиусы внутреннего и наружного

контуров оболочки; 'Ф (r) - уравнение срединной поверхности оболочки;

и, W, ~ - скорости перемещений точек срединной поверхности в продоль
ном и поперечном направлениях и скорость изменения угла поворота волок

на, первоначально перпендикулярного срединной поверхности; q, Т*
интенсивности равномерно распределенной поперечной и продольной на

грузки. "
Полная система уравнений задачи в обозначениях (21) запишется так:

d - d
dx [хЧJ (х) t1J - ЧJ (х) t2 = - xt*. dx IЧJ ' х) q*1= 6рх,

и . 2 dл W
820 = х- р dXx' (23)

k (1.2 dYI k (1.2 1>1 р.. (- dW )
1 = t-' --;[Х' 2 = t-' -х-, 8130 " t-' 1,1'1 - dx '

t i = -{- [ (ею + -{- 8 ;0) J 1 (х) - (k i + -{- kj ) ер (х) J 2 (х)],

т, = (810 + -{-8j;) J 2 (х) - (k t + -{- kj)ер (х) Jз (х) (i, j =1, 2; i =1= i), (24)

где

3*

(;(2

q* = 4j3 X8 180J1 (х],

I m-I "

Jv (х) = 5P-Z-zdz (v = 1, 2, 3);
-1 (25)
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Рис. I

n~-=4
р=О,I!

Гfl=OД

0,8 х

Р = Рс - 2zcp (х) Рск + г2ср2 (х) Рк; Рь = Рл:

Рк = kf + k1k2 + k~; PL K = 810 (k1 ++k2) + 8 20 (k2 ++k1) •

Граничные условия задачи запишем в виде

при х = Ь

т, = т; = Мь/[( lз )m H,tnh6cp2 (Ь)] , (26)

t1= tb= Ть/[( /3 Г+
1

B,m2hocp(b)] , q* = 2bPb/(~cp(b));
при х = 1

m1 =m2=Mr/[(~ )m+!B,mh6cp2(1)J; w =O, и ' О', (27)

Здесь Мь. М r - интенсивности равномерно распределенных моментов

по внутреннему и наружному контурах; Рь = pы(hhГ+1в,m2hо]; Рь,
Ть - интенсивности равномерно распределенных по внутреннему контуру

поперечной и продольной нагрузок.
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t1.t2.
/171,mz. Рв,==ОД
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n~4

О/г

O~3

0,4

0,2

0/

. 0

-Ц,!

-42

-0,3

-0.4
42 D,J O/r 0,5 0,6 0,7 О,д Х

Рис. 2

в связи с тем, что в граничные условия задачи не входят t2 и m2• разре

.шаюшую систему уравнений после некоторых преобразований эапишем так:

dt 1 = _.,..(~+ _1_) t _ 3~2J/J1 W + 3J1 и _ 3~2cp (х) J2 . _ ~
dx .' Ip 2х 1 8х2 8х2 8х2 "(1 q> (х) •

. dm1 = _ 2/"t1 _ (~+ _1_) т _ 3~2л.'J2 W +~и-
dx Ip (х) q> 2х 1 4х2 • 4х2 .

3~2cp (х) . q*- J~, --
4х2 3 ( 1 . XIp ,

(28) .
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(29)

хЦ90,80,7

Pв=o,fl

0(=1
n2;::4

О/!"

iТI=!

0,30,2 0,5 0,6

Рис. 3

пластичности. Начальное приближениестроилось для т = 1. Численный
анализ показал, что простые методы сведения линейной краевой задачи на

каждом шаге к задачам Коши непригодны, так как получаются несовместные

системы линейных алгебраических уравнений для определения коэффициен

тов СВЯЗКИ. Поэтому В каждом приближении численное решение находилось

методом инвариантного погружения [9], причем его применение в сочетании

с методом последовательных приближений дало достаточно хорошую сходи

мость.

Расчеты проводились для пологой сферической оболочки (л = n2х2/4 ,

n 2 = 2R~/Rho; R - радиус кривизны) постоянной толщины при р = 0,1
и Ь = 0,2. На рис. 1 показан характер изменения скоростей перемещений

вдоль радиальной координаты для различных значений а; Из графиков вид

но, что понижение сопротивляемости материала на поперечный сдвиг силь

но влияет на скорости перемещений. Так, при уменьшении коэффициента ct
от 1,0 до 0,4 скорость прогиба оболочки прих = Ь увеличивается на 17 %.

Изменение интенсивностей внутренних усилий, моментов и скоростей

перемещений вдоль радиальной координаты для различных значений пока- .

эателя ползучести показано на рис. 2,3. Увеличение показателя ползучее-

з·· . ~
t2 = 8х [(и - ~2л'w) J 1 - ~2cp (х) YI J 2J -+ ""2 '

т; = ~ [(и - ~2л'w) J2 - ~2cp (х) у1JзJ -+ ~i ,

где обозначено J 4 (х) = J ~ (х) - J 1 (х) J 3 (х).
Нелинейная краевая задача (26)- (28) решалась методом последова

тельных приближений, подобным методу упругих решений ~ теории упруго-

й-/0;"1

15 "'

9

о

3

6

-3

12

З8



о- 4 25
О

о rJ,=o,l

- ;, >.---L_ --'-_ -'---____'_ -'-'-''-''---'--'''--- -h ':-=-~----'~--:-"-=--'''-'---:-----'''-~
-f),б -45 -0,4 - 0,3 -G2 -41 О o,f - 0,75 -45

а

~ n (уменьшение т) ПрИВОДИТ к значительному перераспределению усилий

Ji моментов и уменьшению скоростей перемещевий. .
На рис . 4, а, б, в приведено распределение напряжений а1 , а2 , П1 :j соот

ЕТственно по толщине оболочки . для различных значений параметра ани

ютропии материала на поперечный сдвиг (а) при х = 0,6; р = 0,11; n2 = 4.
Сплошными линиями показан характер изменения напряжений при т =
:= 0,4; штриховыми - при т = 1.

Нами решалась также аналогичная задача для случая, когда опреде

,.Iяющие уравнения установившейся ползучести оболочки были найдены

113 основании ' рассуждений, аналогичных проведеиным в работе [8] (см .

также (11]). Сравнение результатов показало, что в некоторы х случаях

бfпr' " о
.....,

' .....
о . , ,

<,,
......,

О)

0,02о 8 0,01

Рис. 4 6;5h'l
натружения прибли женное решение ,
намного отличается от точного, при- n L
чем скорости перемещений в большин- U:
стве случаев оказываются ниже . На 

пр имер , расхождение между скоростя -

ми перемещений нз внутреннем кон-

туре оболочки при а = 1, т = 0,4 ока- -h
залось таким : 1) при действии внеш-

ней нагрузки m2 = +0,5 и n2 = 6для w - 30,8% ; для u- 2;1 %, для 1'1
54,3%; 2) при действии внешней нагрузки tb = +0,1 и n2 = 4.для ш- 20,1 %,
для и- 5,6%, дЛЯ У1 -:- 36,6%; 3) при действии внешней нагрузки р = 0,2
и n2 =4для w- 18,9%, для и-29,1 %, ДЛЯ~1-17,5% .Эти результаты
показывают, что не всегда можно пользоваться приближенными уравнения -

ми установившейся ползучести и для случаев, когда величина Рл:к в форму

лах (25) одного порядка с величинами Р,. и Рк , а показатель ползучести
n > 2, необходимо проводить более тщательный анализ с использованием

определяющих уравнений (24).
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о ПОТЕРЕ УСТОйЧИВОСТИ ТОКОНЕСУЩЕй ппьстинки-попосы

в последнее время токонесущие тонкие тела типа пластин и оболочек стали

привлекать внимание многих исследователей в силу их широкого исполь

зования в различных областях современной техники [5, 8]. При прохожде

нии электр ического тока в твердом теле возникают механические напряже

ния, обусловленные вза имодействием тока с собственным магнитным полем,

а также джоулевым нагревом . В р аботе [8] приведен подробный анализ су·

ществующих по настоящее время работ по устойчивости токонесущих стерж

ней (проволак). В работе [4] показано, что взаимодействие электрического

тока, протекающего по направлению образующих цилиндрической оболоч-

. ки , с собственным полем приводит к потере упругой устойчивости оболочки .

Вопросу потери термсупругой устойчивости токонесущей пластинки под

действием темпер атурных напряжений, обусловленных джоулевым теплом,

была посвящена работа [3]. в работе [7] проведен эксперимент по определе

нию критической комбинации силы тока и напряженности внешнего маг

нитного поля, при которой тонкая проводящая пластинка теряет устойчи~

вость. В да нной работе исследуется вопрос статической потери устойчи

вости упругой тонкой токонесущей пластинки-полосы. Явление потери ,

устойчивости такой пластинки при относительно большом токе (сила тока :

10""" 4000 А) наблюдалось в лабораторных условия х [8].
Пусть по бесконечной проводящей пластинке-полосе толщины 2h' и ши- ]

рины 2а течет равномерно распределенный по поперечному сечению постоян- .

ный электр ический ток плотностью jo. Прямоугольная декартова я система

координат выбр ана так, что плоскость (х, у) совпадает со срединной плос

костью пластин ки, а направление оси Ох совпадает с направлением электри 

ческого тока. В выбранной системе координат пластинка занимает область

Iх 1< 00, I у I~ а, I г I~ h. Принимается, что поверхности пластинки '
z.= +h, у = ±а свободны от механических нагрузок. Джоулево тепло и

индуцированные электромагнитные поля в пластинке не учитываются . .
Собственное магнитное поле пластинки но определяется из решения!

краевой задачи магнитостатики и в области, занимаемой пластинкой, ком- 1

поненты вектора напряженности магнитного поля имеют вид I

Нох = О, НОу = 2jo [(h - z) ('arctg h
G + .11+ arctg JG - .11)_

, с . - z !- Z "

. ' а + у а - и : а - У (а - У)" -1- (h + г)2
- (h + z) \ arctg h + z + arctg h + г ) - -2-!П (а _ .11)2+ (h _ г)2

4()

2j [ , h + г
Ног = _О (а + у) larctg _+ +

с _ \ . а у
(1) :
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