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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ФИЗИКО-МЕХАНИЧЕСКОГО

СОСТОЯНИЯ ЭЛЕКТРОПРОВОДНЫХ ТЕЛ В АГРЕССИВНЫХ СРЕДАХ

Макроскопические модели твердых тел и соответствующие системыуравне­
ний , описывающие во взаимосвязи широкий класс явлений и процессов,

рассматривались в работах 12-7', 9]. Модели деформируемых электропровод­

ных тел [2, 4, 7, 9] строились И исследовались, как правило, в пренебреже­

нии влиянием неоднородности термодинамического электрического (электрод­

ного) потенциала (ТЭП) на изучаемые процессы. Уравнения для описания ме-.

ха нотермоэлектродиффуэионных явлени й при одновременном учете влияния

сил кулоновского взаимодействия и сил, связанных с неоднородностью поля

ТЭП, приведены в работе Ш. в данной работе эти уравнения обобщены на

случай поляризуемого раствора, между компонентами которого протекают

химические реакции. .
Определение модеяиг Уравнеиия состояния. Рассматривается л-компо­

нентный деформируемый неферромагнитный электропроводный раствор.

Частицы его являются носителями массы и электрического заряда, р аспре­

деление которых в области тела принимается непрерывным. Электрическая

подсистема тела состоит из свободных и связанных зарядов [8]. Электроны
проводимости рассматриваются как один из n (k :..- п - 1) электрически
заряженных компонент и заряд еь единицы массы компонента ' k считается
известным (k = 1, 2, .. ., n).

Основными процессами , протекающими в теле под действием внешних

возбуждений , принимаются процессы упругого деформиров ания, теплопро­

водности, диффузии, электропроводности и поляризации. Допускается так­

же протекание между компонентами N независимых химических реакций

(N < n).
Для макроскопического описания указанных выше пропессов исполь­

зуем гипотезу локального равновесного состояния в пределах физически

бесконечного малого элемента тела и постулируем, что равновесное состоя­

ние определяется такими параметрами: темпер~турой Т; энтропией 5 ;ди-

ницы массы раствора; тенаорами напряжений о = !ai;) и деформацией е =

= (ец); концентрацией Ck = Pk/P и химическим потенциалом м; компо- :

нента k (Pk- масса компонента k в единице объема тела, Р = Ч~1 Pk-Mac~a '

раствора в единице Объема); потенциалом поляризации Z, определяемым ра­
ботой, необходимой для увеличени я удел ьного связанного заряда элемента

тела на единицу, и обусловленным поляризацией связанным зарядом (й с
единицы массы раствора. Таким обр азом , процессу поляризации поставлены

в соответствие скалярные величины Z и (й с ' Это дает возможность, в частнос­

ти, учесть влияние поверхностей раздела на перераспределение связанных

электрических зарядов.

Пр! принятых параметрах состояния дифференциал внутренней энергии

И (5, е, Сч , (йс) единицы массы раствора дается уравнением Гиббса
3 n

I \:, \:1 .
dU = Td5 + - .l.J (J ijdeij + .l.J MkdCk + Zdffic,

Р i,j=! k=1
которое с учетом тождеств

n n n-I

~ с, = 1, ffi = ~ Z~Ck = ~ ZkCk + г~ (2) ;
k=1 k=1 k=1 I

приведем к виду

з n-2

dU = тз +_1 ~ (JiJdeij + ~ MkdCk + фdffi + Zd{J)~. . (3)
Р и==l k=1
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Зпесь М, = м; - ---..!L M~_I - обобщенный химический потенциал компо-
гn_l

нента k; Ф = M~_l/Zn_\ - ТЭП, . поставленный вместе со свободным за­
рядом со единицы массы раствора в соответствие процессу электропровод-

ности [1]; м; = м, - M;I; Zk = г~- г~.
Наряду с внутренней энергией введем удельный термодинамический по-

тенциал F (Т, е: Ck , Ф, Z) (k = 1, 2, ... , n - 2) соотношением

F = U - Т5 - WФ - w eZ. (4)

Дифференцированием соотношения (4) с использованием , формулы (3) по­

лучим

з n-2

dF .~ - 5dT + _1 ~ IJl jde1j + ~ f..'!kdCk - wdф - wedZ, (5)
Р l . j = \ k= !

( дР ) ( дР ) (' дР '.5 = - дТ ' IJlj = Р -д- .' M k = дС ) ,(6)
. е ij' Сk 'Ф ' Z el j Т,Сk,ф,Z k Т,",;,СI,Ф.Z

( дР ) ( дР \ .
оэ = - дф T,el j'Ck ,Z' ЫС = - (jZ )Т'еlj'Сk'Ф'

Индексы при частных производных указывают, какие из параметров состоя­

ния считаются фиксированными.

Если ограничиться рассмотрением малых отклонений ( T .~ То. « 1,
, о

Ф-ФО z-Zo Ck- Ck )
ец « 1, ф « 1, Z. « 1, о «1 от начального состояния,

о о · Ck .

под которым понимаем равновесное состояние неограниченного изотропного

макроскопически электронейтрального тела при отсутствии внешних воз-,

действий, и разложить F в ряд в окрестности начального состояния, то урав­

нения (6) в линейном приближении запишутся так:

n-2

S = 5 - 50 = те t +~Ке - уСер - Y~Ce~ - }2 dkCk'
n РО k= l

IJlj = [(1( -+ а) е - К (at + ~ep + ~e~ + :~~ ~kCk)] б 1j + 2аец,
n-2

со = С (ер - yt) + -~-I(e - 1: "l kCk + de~, (7)
Ро k= l

n-2

Ые = Се (~- усп +.1Е.... Ке + d eep - ~ llkk'
Ро k= 1

n-2 ' .

!-tk = М, - M~ = ~ аыс, - -.h.. Ке + d kt + llkep + 1l~~
1=1 Ро

(k = 1, 2, . .. , n - 2),

где t = Т - То' Ф = <Р - Фа, ~ = Z - Zo, Ck = Сk - C~; Ро, то, 50' фо, Zo, C~,
о ..

Mk - плотность распределения массы, температура, удельная энтропия,

ТЭП, потенциал поляризации, концентрация и обобщенный химический по­

тенциал компонента k в начальном состоянии; е - первый инвариант тен-

зара деформаций~; б 1j - компоненты единичного тензора i Коэффициенты
С, а, у, ... характеризуют физические свойства материала.

. Балансовые и' кинетические уравнения. Уравнение баланса массы ком-
понента k в дифференциальной форме имеет вид

dp ..'d: =-РkУ' ,v--:-Y'. ]k+lJk' (8)
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Здесь Ik = Pk-(~k- V) - диффузионный поток компонента k; Vk - скорость
. 1 n ' . '

компонента k; V = Р ~ Р kVk - скорость центра масс элемента тела; (Jk=
k=l . .

dpx
= d: - производство массы . компонента k в единице объема в единицу :

времени вследствие протекания химических реакций, стехиометрические

уравнения которых имеют вид .

(10)

, ·,. (9)

= ~I,

р n

~ 'VuRu = ~ V;IP;I;
/=1 ;=р+1

Еи, Р j/ - химические формулы компонентов, вступающих в i-ю реакцию,

и продуктов реакции; »ы - стехиометрический коэффициент компонента

k в i-й реакции .

Учитывая,что для i-й реакции

dpfl dp~1

VllM J = v2iM 2 =
получаем

(11)

dG1 .
где Mk - молекулярный (атомный) вес компонента k; ~I' ШI = d-r:- сте-

пень полноты и скорость i-й химической реакции.
n

Из n балансовых соотношении (8) с учетом тождеств . ~ 'VklM k = о,
k=l

dp
-=-рV'V
d.. '

n

,~ г, = о,
k=l
хранения

n

~ ' сю = .:... Zk k ,
. k=1

массы

п

j = ~ Z~lk,
k= l

n

~ Z~'VkIMk = О находим закон со­
k=1

.(12)

п - 2 уравнения относительно концентраций

dC . N
P-d k = - V . Ik + Mk L 'VkiWI

.. 1= 1

И уравнение баланса свободных электрических , зарядов

dro " .P(h=- . J,

(13)

(14)

где j - ток проводимости.

В поляризованном теле наряду со свободными зарядами рю и токами j
существуют связанные заряды рш, и токи jc' При этом уравнения Максвелла

для области тела запишутся так:

V Х Н - Во ~~ = j + ic + prov, V Х Е . - 110 .~~ ,

(15)
Ео" ·E=p(ro+roJ, V ·н=о.

Здесь Е, Н - напряженности электрического и магнитного поля; Ео, 110­
диэлектрическая и магнитная постоянные.

Из уравнений (15) следуют уравнения баланса электромагнитной .

энергии

-} : .. (вор + l1oH
2

) = - V . (Е х н) - (j +::1:'+ prov) : Е (16) .

и суммарного электрического заряда

d(w+wc) · 1
Р d-r: = -:-V . 0+ jc - procv), (1)
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(18)

Запишем вытекающее из соотношении (14), (17) уравнение баланса свя­

9анных электрических зарядов

dooc t7 ( О )
Р-- = - у О J - рш Vd-r; • с с'

которое обращается в тождество, если ввести вектор поляризации Р единицы

массы тела такими соотношениями:

.. V р: дрР
РШс = - О Р , !с =~

Уравнение баланса импульса вещества и электромагнитного поля
д л л

---a:t (pV+ 80fLoE х Н) = - V О (pvv - cr - ат) + pF (19)

. яожет быть записано в форме уравнения движения

dv л

P""""(h = V О cr + pF + Fv, (20)

если использовать вытекающие из уравнении (15) балансовые соотношения

для импульса электромагнитного поля

.- д л

80fLo --g;r (Е Х н) = V . ат -=. Fv•

(21)

Fv = р (ю + фс) Е +!-to (j + 1с + pwv) х Н.

Здесь pv, 80fLoE Х Н - плотности импульса вещества и электромагнитного

~ ,( . . дф~ ')
поля; pF = ~ PkFk Fk = - V'Фk, ---a:t= О ---'внешняя консервативная

объемная сила; д: ~ тензор натяжений Максвелла; Fv - пондеромотор­

ная сила .

Для многокомпонентных растворов удельную кинетическую энергию

1 n
"2 ~ PkVkможно выразить через кинетическую энергию движения центра

1=1
масс и кинетическую энергию диффузии относительно центра масс [3], Огра­
ничиваясь рассмотрением растворов, масса растворителя (k = n) которых

. 1 n 2

значительно превышает массу примесных частиц, примем "2 ~ PkvE = p~ .
k=1

При этом уравнениебалансаудельнойкинетическойэнергииследуетиз урав­

нения (20) умножением его на и:

d ( u1l
'\ ,..

Р d-r; -2-) = V . V О о + v· (pF + Fv)o (22)

n

Уравнение баланса потенциальной энергии Р'Ф = ~ Рk'Фk получим из
1=1

уравнения (8) умножением его на 'Ф~ и суммированием по k при усло­
вии, что потенциальная энергия сохраняется при химической реакции

(f 'Ф~"kIМk = о): . . .
1=1 . г

:~ = - V . (Р'ФV + ~1'Ф~lk) - ~I fk • F~ - v . !:t !PkF~o (23)

Согласно законам сохранения уравнение сохранения полной энергии

! имеет вид

(24)
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Плотность полной энергии p~ состоит из плотносгей внутренней, кинети­
ческой, потенциальной энергий и энергии электромагнитного поля:

p~ = р (И + +v2+ '1\') ++(воР + l-t оН2) . . (25)

Для рассматриваемой модели поток энергии Is определим соотношением

1 . А

l s = JQ+ Е х Н - 2 (воР + l-tоН2) V - в • V +

"
. + ~ ('I\'~ + M~) 1" +Z ОС - РООсУ),

" = I
(26)

где lQ- поток тепла.

Подставляя выражения (25), (26) в (24) и используя соотношения (16),
(22), (23), получаем балансовое уравнение для внутренней энергии .

р dd
U = _ V.[IQ + "~2 м.г,+Фj + z Ос - Poo~y)] + У
't "=I

+~:Vv+ n~2 F" ' I,, + j . (E + F~-I)+Ос+РООV),Е-V,Fv, (27)
" = 1 2n-l .

• ZN *' >iI ; ,

где Fk=F/,---Fn_ l , Fk=Fk-F".
2,,_1

Уравнение баланса энтропии следует из уравнений (3), (27) с учетом

(13), (14), (18), а также соотношений Коши

~ = Defu (e t i = +(~~~ + ~~~ )), (28)

( dU)где ц - вектор перемещений V = d. ' и имеет вид

Здесь

dS
Р CFr = - V . ls + Us.

Is = IQ/T; (Js = +[~" a' Ха - [~l ~IAt]; х, = - »т:

Х" = Р" - VM", Х; = Е + l-tоV Х н":"- VФ + F~-17zn_I,

(29)

n n-2

ХС = Е + J..tov х Н - VZ, А! = ~ 'VkiM~Mk = L 'V"IMkMk•
"=I "=1. .

Принимая связь между потоками и термодинамическими силами линей­
ной в соответствии с принцилом симметрии Кюри, получаем .

N

WI = - L ltrnAm, ' а = L LщJХ i3 , • (ЗО~
',,= 1 ~ . ,

где а, ~ = Q, k, j, с и введены обозначения 1i = j; '< = jc- pw<v. Феномене­
логич еские коэффициенты llm, L aB в общем случае являются функциями па­

раметров термодинамического состояния, удовлетворяют условиям Онааге­

ра [1т = lmt, Lar, = L [Ja и в соответствии со вторым законом термодинамики
матрицы, составленные из коэффициентов ь; И La[J, неотрицательны. Ji

Соотнciшения(7), (9) (13) - (15), (18), (20), (28) - (30) составляют пол ,

ную систему уравнений модели. . . i
Отметим, что в равновесном состоянии уравнение (18) в пренебрежении

I
влиянием деформации, теплопроводности, электропроводности и диффузии

на поляризацию приводится к виду

доос - РоСс шо = О
80
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и совпадает с полученным в работе [10] с учетом закона баланса межмоле­

кулярных сил.

, Пример. Применим записанные уравнения к исследованию электрохи-

мического растворения металла (область (2), х < О) в полностью диссоции­

рованном водном растворе соляной кислоты (область (1), х > О) при отсут­

ствии внешних СИЛОВЫХ и электромагнитных полей. Выравнивание ТЭП ме­

талла и электролита, которые в начальном состоянии равны фь2) и фь\)

(фь2 ) < Фь\) < О), связано с тем, что электроны ПРОВОДИМОСТИ уходят из
приконтактноЙ .оБЛасти металла в электролит, где притягиваются ионами

водорода и вступают с ними в химическое взаимодействие

н"+ е = Н. (31 )

(33)

(34)

Считаем, что металл и раствор поддерживаются при однородной темпе­

ратуре, а концентрация ионов водорода на-поверхности раздела х = О мгно­

венно устанавливается равной нулю и затем поддерживается неизменной.

Примем, что скорость химической реакции (31), распределение электри­

ческих зарядов, диффузионный поток ионов водорода не зависят от концен­

траций водорода и ионов хлора. Пренебрегаем влиянием напряженно-дефор­

мированного состояния и поляризации, вызванных контактными явлениями,

на электродиффузионные процессы. Выберем температуру системы и началь­

ную концентрацию СО ионов водорода в электролите так, чтобы можно было

1 м
2 ( 1]2) 'А

принять ~ dll + -с\ = _1, где л'l- коэффициент электропроводно-
Pl 1 80

сти электролита. При таких упрощающих предположениях изменение

ТЭП металла на поверхности раздела 'является монотонно возрастающей

функцией времени, а выравнивание ТЭП происходит за время, не превышаю-

щее 5 с. .
Предположим, что электрохимическое растворение металла происходит

тогда, когда изменение ТЭП на поверхности раздела достигает критического

значения. Пусть это значение достигается в такой момент времени Т*, для

которого выравнивание ТЭП системы металл - электролит практически за­

вершено. Начиная с этого момента ионы металла переходят с поверхности

металла в электролит и граница раздела определяется уравнением х =
= Х; (т), где Х; (Т*) = О .

Так как электрохимическое растворение это медленный процесс по

сравнению с выравниванием ТЭП (практически одновременно с ионами метал­

ла выходят электроны проводимости), то примем, что электрохимическое рас­

творение не приводит к изменению поля ТЭП и перераспределению электри­

ческих зарядов в металле, а диффузионный поток ионов металла вызван

только неоднородным полем их концентрации. При этом концентрация С1
ионов металла ивозмущение поля ТЭП в электролите определяются из реше­

НИfI следующих уравнений:

(32)

при пулевых начальных и таких граничных

aCl Р2 ах
- =---- fJJlx=X= О

, дх Iх=Х P1D d. '

условиях. Здесь D - коэффициент диффузии ионов металла в электролите;
g характеризует перенос зарядов в процессе диффузии; отсчет времени ведет­

, СЯ от момента т = т*.

Решение первого из уравнений (32) представим в виде

С1 = Аехр (ьт + V; х) erfc (vът+ -2-Y=D='=-' ) + в erfc ( 2~
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где о, А, В - произвольные постоянные. Поле концентрации (34) вызы­

вает физически приемлемые возмущения поля ТЭП при Ь= (~~РIС]~п ',
. 80 1 - Рl 1 ) .

А
В = - 2' Из анализа формулы (34) следует, что - 2 < А < О. При

этом первое из соотношений (33), определяющее закон движения границы
раздела, запишется так:

А l{ ~ ехр (Ь-.+v.~ х) erfc (vzп + 2/tя )-:-
1 " "/.,2) Р2 dX

- 2 -vпв:t ехр (- 4D't = PID ~. (35)

ДЛЯ Ь-. ~ 102, - 0,5 < А < О находим приближенное решение уравнения

(35):

(36) ,

Таким образом, в рассматриваемой задаче при принятых ограничениях ско- '
рость электрохимического растворения определяется плотностью металла

и электролита, коэффиuиентом диффузии ионов металла в электролите и

уменьшается со временем.
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ововщвнив УсЛоВИй ЛАПЛАСА И ЮНГА МЕХАНИЧЕСКОГО КОНТАКТА

Основные уравнения теории капиллярных - явлений - это уравнения Лап­

ласа

(1)

и Юнга
(2)

где р - давление; о - поверхностное натяжение; Н - средняя кривизна

поверхности раздела; е - краевой угол. Здесь и далее индексами 1, 2, 3
обозначаются величины, относящиеся ' к твердой, жидкой и газообразной
фазам; индексы 12, 13, 23 характеризуют соответствующие поверхности раз­

дела; индекс 123 принадлежит линии контакта трех сред (рис. 1, 2). .
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