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ДВУХМЕРНЫЕ ЦЕПНblЕ ДРОБИ, СООТВЕТСТВУЮЩИЕ РАЗЛОЖЕНИЯМ

В ДВОЙНblЕ СТЕПЕННblЕ РЯДbI В ДВУХ ТОЧКАХ

Построению и исследованию многомерных цепных дробей, соответствующих

разложениям в кратные степенные ряды в точке, посвящен ряд работ [1-3,
6, 8, 9]. в настоящей работе построены дроби, соответствующие разложе

ниям в двойные степенные ряды в двух точках (О, О) и (00, 00). в одномер

ном случае такие дроби получены в работах [5, 7].
Рассмотрим два формальных степенных ряда с комплексными коэффи

циентами

00

L (х, У) = .I сих!yl.
1+ 1= 1

[* (х, У) = .I
;';=0

(1)

которые, очевидно, можно представить в виде следующих сумм:

где

L (х, У) = L (х, О) + L (О, У) + ~ CijxiYI.
l,i=1

00

L* (х, У) = L* (х, О) + L* (О, у) + СО + ~
Ц=I

(2)

00

L (х, О) = ~ CiQXI;
1= 0

00

00 00

[ * О) - '" c_t•o . * О _ '" СО._! • . 3(х, - ""- --1- + СО, L ( , У) - ~ --j- + Со, С-О.-о = СО'
;=1 х 1= 1 У

для первых двух слагаемых при выполнении известных условий на

коэффициенты рядов [5, 7] можно построить соответствующие дроби. име- :

нхемые в литературе общими Т-дробями [10]:

Третьи слагаемые запишем в виде

00

00
/ (3)

С .
-1,-1

iy!

где Со, Сl1 =1= О; (ll (х, У), l~ (х,
мальное тождество (3).

c1i •1+--xy+lj (х, у)

с"

У)) - пара рядов, осуществляющая фор-
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ее

Лемма 1. для ряда 1 + ~~ существует обратный ряд 1 +
Ц=I хеуl

. ~ 1+/ а,+ ~ ('- 1) ~ такой, что выполняется тождество
1.1= 1 х У .

. (1, +.i ;Е// )(1 + i (-1)1+/ ;i//)= 1,
е./=1 у 1.1=1 У ,

dOf = d/o = О, j = 1, 2, ... ; doo = 1 и dmn = О, если т <О

или п < О. .
Доказательство леммы очевидно . Из системы уравнений для опреде

ления коэффициентов ~/ получаем рекуррентные формулы

'+/
d l/ = ~ (- I)P+k-ldl_p,/_kapk, i, j = 1, 2, ..• (4)

p+k=2

Леммай, Пусть пара рядов (lt (х, у), l~ (х, у» осуществляет формаль
ное тождество (3). Тогда она имеет вид (l) (возможно, равна (О, О». .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из первог<? формального тождества (3) по

лучаем

(5)
Сщ C12 С22

1+ --х+-у+- ху+
Сп . Сп Сп

Первое выражение правой части является формальным степенным рядом

вида

00

~ • 1 .
1+~ CijX у',

1+ /= 1

коэффициенты которого легко определяются по известным формулам [1] .
Следовательно, -ДЛЯ li (х, у) утверждениелеммы выполняется и

(7» )

(6)

С_Е._/Со

x1yi1+ ~
1./=1

--=------ - 1 -

00

Z ( ) ~ (1) 1 i
1 Х, У = ~ Clf Х У ,

1+/=1

где clP = C~I-Cll/cO; с1Р ....::...(-li+ fc;/ для всех остальных i, j . Со второго
формального тождества следует, что

---.EL l~ (х, у)

С1! ху

Согласно лемме 1 первое слагаемое правой части (7) является степенным

рядом вида

(8)

00 с. .
1 + ~ (_ 1)Е+I -~,~/ ,

1,/=1 х'уl

коэффициенты которого находятся по формулам (4), а поэтому утверждение

леммы верно для [~ (Х, у) и

. 00 (1)

[ * ( ) 3 (1) + ~ С_1._/
1 Х, У = СО ~I 1 •

. (+/=1 х:у

Здесь c&l) = +[~: C':'I.-J- 1] и для всех остальных i, j

(1) Cil'
C-i,-j = -С- С_ (1+1) ,- (/+1).

о
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Поскольку ряды (6), (8) имеют вид (1), то их опять представим в виде

сумм (2), где

сс

'" (1) [.[1 (х, О) = .l.J С[о Х ,
[=1

ос

[1 (О, у) = L сы) yt;
[=1

ес (1)
• . . (1) ""'" с_[,О •

[1 (х, О) =со + ~-[-.
[=] х

OQ (1)

[• (О) (1) ""'" СО,_[
1 ,у = Со + tt --т .

Первые два слагаемые разложим в соответствующие общие Т-дроби,

если коэффициенты рядов (6), (8) удовлетворяют определенным условиям,

а третьи запишем- в виде

(9)

00 (1) t (1) f cfP }-I
~ С/; х!l = Cll ху 11 + (l) ху + /2 (х, у) ,

[,/=1 Со

/ (1) . ~ c~[,_; (1) {-L c\ll • }_I
СО + ~. [ . = Cll ху 1 1. ----щ ху + / 2 (х, у)

ц=! х У! Со

где (l2 (х, у), /; (х, у» - пара формальных рядов, осуществляющая тож

дество (9); С\Р =1= О.
По лемме 2 убеждаемся, что ряды /2 (х, у), /; (х, у) имеют вид (1). Про

должая этот процесс аналогично, для пары формальных степенных рядов

(L (х, у), L* (х, у» получаем двухмерную цепную дробь

+]-,------------
[=1

(10)

коэффициенты которой нетрудно определить по формулам, аналогичным

известным [Б].

Замечание 1. Если в дроби (1О) положить аО1 = cj~) = О и все а/о = 1,
Ьщ = d[, то получим обычную Т-дробь [10], если же положить только ааl=

= c1~) = О, то получим общую Т-дробь [7, 10].
Определение 1. Подходящей дробью дроби (10) назовем конечную

дробь вида

n , n

Авn = ""'" . а/оХ I + ""'" ао/ У I
n t=r I 1+ Ь/ОХ ~ I 1+ ьо/у +

(11)
аШуl

11 + b~l у

n-21

+]
. i= J

[nj2] c\1
1-1)

ху I

+ ] \ (1-1) n-и (1) I
1~1 cll ~ . a j O Х

.. .. . 1+ c&l-I) ху + r::t I 1+ b~~) х

где [n72] - целая часть числа n/2.
Определение 2. Двухмерную цепную дробь (10) назовем соответствую

щей паре (L (х, у), L* (х, у» формальных рядов (1) тогда и только тогда,

когда для произвольного натурального n п-я подходящая дробь дроби (10)
имеет разложение в ряд Тейлора в окрестности нулевой точки, совпадаю

щее а
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и разложение в ряд Лорана в окрестности точки (00, 00), совпадающее G

n-I

. (12)

(k)
C(k+5) i. ('+5~ (1-/)

(k) .
0 (r + 5-1 ) /, (' + 5- 1) (1-/)D~~l., =

~ C- 1.- r
i+I=O >!уl .

Теорема. Для того чтобы для пары формальных рядов (L (х, у), L * (х, у»
существовала единственная соответствующая двухмерная дробь, необхо

димо и достаточно, чтобы определители

( k ) (k)
C'I,' (1-/ ) C(,+I) /. (,+1) (1-/)

(k) (k)
- СО Сг/,г (1-/ )

обычных цепных дробей разложени~

будут совпадать со степенными ря-

(k) . (k) (k)
- 0('+5-1) [ , (Г+5-1 ) ( I - j) - РО .C'i. r (I-j)

k= О, 1, 2, ... ; г = О, ± 1, + 2, ... ; s = О, 1, 2, ... ; D~~~./ == 1 для s < О,
j = О, 1; C~O~ = Срт И коэффициенты с\1) для всех k были отличны от нуля.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя результаты теории общих T~дpo

бей и последовательно применяя лемму 2, нетрудно убедиться в существо

вании двухмерной дроби (10). Пользуясь методом полной математической

индукции, докажем, что дробь (10) - соответствующая дробь для пары

(L (х, у), L * (х, у) .

Пусть п = 1, 2. Как и в случае

G10X GOlY
В степенные ряды I .л, Ь . 1+ ь

I 1 0Х 01У

дами l: CiOX ' , l: ссуl ДО членов первой степени включительно, а разложе-
i ::;,1 1::;'1

о йl 0Х GoiY
ния В степенные ряды выражении

I+Ь + ~X l+Ь + ~y
ioX 1+ Ь20Х .оШ 1+ ьо2у

будут совпадать со степенными рядами l: сьх', l: COlyl до всех членов
i~ l · 1::;, 1

• . ~ с.; О ""'" СО -1 .
второи степени включительно и с рядами ~ .--/-, ~ -'-1- до членов

i~O х 1::;,0 у

С I О СО 1 .
СО, ~, -----с..-. Следовательно, с учетом третьего слагаемого А2/В2 будет

Х у

иметь разложение в степенной ряд, совпадающее до всех членов второй
00 00

степени включительно с рядом ] Clix1y/ и С рядом ]
'+/=) 1,/=0

до члена

a~6) Х I
Il+b}6) х

k
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Поскольку разложения , в ряды выражений

aoiY I
11 + bOiY

совпадают с рядами

00 00 00 00

'~ CiOXi , t;COiyi, ~ с-;.о + СО ' ~ СО;/ + Со

до всех членов-требуемых степеней и коэффициенты c~p , C~i._; определя
ются через C21 ' С1 2' Сзi, С1 З, . ,'" Cl,2k; C2k. l и С-2,-1; C- 1.-2 ; ,.,; С_ (2k-l).-1;

C-l.- (2k--'-1), то, воспользовавшись тождествами (3), получим утверждение

теоремы.

Аналогично доказывается утверждение теоремы и для n = 2k + 1.
Следовательно, дробь (10) является соответствующей дробью для пары

(L (Х, у), L * (х, у)). Единственность дроби (l О) следует из алгоритма ее по

строения.

Замечание 2. Аналогично можно построить дроби , соответствующие

раэложениям в степенные ряды в точках (О, О) и (00, О) или (О, О) и

(О, (0) .для этого 'в качестве ряда L* (х, у) следует взять ряд .~ C
i
;; ; уl

' ,1= 0
00

или ~ CI.-;i х' [4].
. i.;=O У

Замечание 3. Используя ту же методику, М0ЖНО получить соответст

вующую n-мерную дробь ДЛЯ пары кратных степенных рядов (n> 2).
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