
Методом интегралов энергии [2] получена оценка решения задачи (10),
которая имеет вид .

li RN (х, t, е) IIL, фт) ~ С, (!! }

где константа С не зависит от е . Оценка (11) доказывает асимптотическую

корректность разложения (3).
Результат сформулируем в виде теоремы.

Теорема. При выполнении условий 1) - 3) решение задачи (1), (2)
допускает асимптотическое разложение (3), где vi (х, t) (i = О, ... , N) явля­

ются решениями задач Коши (4), (5), функции гиперболического погранич­

ного слоя п
i
/2 (s, t), Qi /2 (Т], t) (i = О, ... , 2N +1) являются решениями

задач (6), (7) и ' (8), (9) соответственно :

. Замечание 1. Если Л (х, t) = Л (t), А (х, t) === А (t), то условие 3) можно
ослабить. А именно, достаточно выполнения естественного условия согла­

сования f (О, О) = f (l, О) = О.

Замечание 2. Очевидно , что рассмотрение задачи (1), (2) с нулевыми на­

чальными и граничными условиями связано лишь с ПрОСТО1'ой записи ус­

ловий согласования 3).
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ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ ЛИНЕйНОЙ СИСТЕМЫ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХУРАВНЕНИй С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Почти периодические решения дифференциальных уравнений с частными

производными привлекают все больший интерес исследователей. Некоторые

условия существования почти периодических решений общих линейных

уравнений указаны в работе [9]. Почти периодические решения линейных

гиперболических уравнений второго порядка изучались в работах [2, 7].
В работе [6] исследованы почти периодические решения линейных эллипти­
ческих уравнений с почти периодическими коэффициентами. Почти периоди­

ческие решения нелинейных дифференциальных уравнений рассматрива­

лись, например, в работах [3, 4, 81. в данной работе исследованы условия

существования и единственно сти почти периодического по переменной i
и периодического . по пространственным переменным решения линейной

системы дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами.

В идейном плане данная работа близка к работе [1].
В области [) . 10, 00 [ х Qp, где Qp - р-мерный тор, полученный отож­

дествлением противоположных граней параллелепипеда {х: О ~ xv ·~

~ (J)" r = 1, р}, рассмотрим бестипную систему

т

дnIUj(t, х) "" (д д дatn ; - ~ Pjr дГ' ~' .. -, дХр ) Иj (t, х) = tj (t, х)

(j = 1, т).

(l)
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Здесь Pjr (1-1-, "'1"" "'р) - полиномы с . постоянными коэффициентами степени
не выше n/ - 1 по ""; f/ (t, х) (j = 1, т) - почти периодические функции

переменной t равномерно относительно х.

Ставится задача об отыскании почти периодических по t решений сис­

темы (1). Отметим, что вид области D налагает условия ffiг"периодичности по

х, вектор-функции f (t, х) и искомого решения и (t, х).

Предположим, что f (t, х) разлагается в ряд Фурье

f(t, х) = ~ ] flkeXP(i(altlt +] k r ~~xг)),(2)
- I=O lk l:;>O '=1

где {altl}bO = м - объединение спектров компонент '/ (t, х). Пусть, кро­
ме того, существуют а > О и Со > О такие, что

Iltll>CoZ<J. . (3)

Здесь и далее используются такие обозначения:
р

х = (х1 , ••• , Хр) ; k = (k1 , ••• , kp ) ; Ik I =":Е I kr 1;
т=)

n=n1+ +nm; f (t , X) = (f l ' . . . , fm)'

Решение системы (1) ищем в виде векторного ряда

u(t, х) = ~ i~LЩkеХр(i(аltlt+ ~kr ~~ хг)) . - (4)

Подставив выражения (2) и (4) в (1), получим для определения коэффи­
циентов ш; систему линейных алгебраических уравнений

т

ипн (ialtl(1 - ~ Р;г [' iaf.tl' ik 1 2:rt , ••. , ik p 2:rt ) Urlk = f/lk (5)
~I ~ ~

(j = 1, т).

Определитель системы (5) вычисляется по формуле

~(altl,k: ffi)=detfl(ialt/io;r-Pir(ialtl,ik1 ~ , ik p ~;)II .'

где о/г - символ Кронекера.

Нетрудно видеть, что вопрос о единственности почти периодического

решения системы (l) сводится к вопросу о единственностирешения системы

(5), а точнее, верна следующая теорема.

Теорема]. Для единственности решения задачи необходимо и достаточ­

но, чтобы для всех al-tl Е М и всех целочисленных k

~ (a~l' k; со) =F О . (6)
Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 1 из ра­

боты [1].
Заметим, что условие (6) эквивалентно условию, чтобы л-корни характе­

ристического уравнения системы (1)
n _

det 11 (iл) 'Ojr - Р;Г (iл, is1, • • • , i~p) 11 = о .
2:rt - -

при ~s = ks~ (s = 1, р) не совпадали со спектральными значениями
s . _

f; (t, х) (j = 1, т).
Предположим, что условие (6) выполнено. Решая систему (5) по пра­

вилу Крамера. получаем
д; (Йl-Ч, k; (0) 7

U;lk = д (alJ,l. k; (0) , ( )

где ~; (al-tl' k; со) (j = 1, т) - дополнительные определители системы (5).
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Обозначим Q = тах {n" deg Рь (/l, "'1' ... , "'р)}. Для 11; (a/l/. k' (0)
справедлива оценка сверху

111, (a/l/, k; (0) I~ С (1 a""rI+ Ik l)m
Q It'/k 1. (8)

Определитель 11 (af.tl' k; Ф), будучи отличным от нуля, может становить­

ся как угодно малым для бесконечного набора векторов (a/l/, k1, ... , kp ) Е

Е М х ZP, т. е. вопрос о существовании решения задачи связан с пробле­
мой малых знаменателей.

Теорема 2. Пусть существует целое у такое, что для всех векторов

(a/l/, н; ..., kp) Е м х Zp

II1(af.t/,k; ф)/>С1(lа/l11+lkIГ", С1 > О . (9)

Тогда, если f (t, х) Е са (D), (сх. = Q (т + 1) +у + р + [~+ 11\, то су­
ществует решение системы (1) u (t, х) Е CQ (D), представимое в виде ряда
(4) с коэффициентами (7).

.д о к а з а т е л ь с т в о . Из соотношения (8) следует, что ряд (4)
с коэффициентами (7) и ряды , полученные из него почленным дифференци ­

рованием до порядка Q включительно, имеют общий мажорантный ряд

00 1

2: ~ C2 1f/k I( Iа",,/I + Ik I)Q(m+l )+ .
'=0 I k 1;;,, 0

(10)

(12 '

(13)

Если векгор-функция t (t, х) Е са (D), то выполняется оценка

I f/ k I = 0« IQ/ll l + Ik Iга) . (11 )

Теперь, учитывая неравенство (3), для ряда (4) получаем новый мажорантный

ряд

~ ~ Сз(аСоZ(J+lkl)-Р-[-}+I] .
'= 0 I k 1:;;,0

. который является обобщенным гармоническим. Из сходимости ряда (12)
следует доказательство теоремы.

Выясним, когда же выполняется оценка (9).

Теорема 3. При у = n (Р + [+ + 11~ опенка (9) выполняется для
+ 1 .

почти всех (в смысле меры Лебега в RP
) векторов (а, 001' ... . , ФР) С положи .

тельными координатами .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть вектор 00 фиксированный . Легко ви ­

деть, что

I d
n

/1 (ЩЧ , k; (0) 1_ 'j . 1> О
I п - n. ""1 .

da

Тогда, согласно лемме 1 из работы [1J. мера тех а, для которых выполняется

. неравенство

не превосходит

Со ([О + Ik IГ"/n. (14)

Проинтегрировав выражение (14) по со внекотором параллелепипеце К.

получим аналогичную оценку для векторов (а, (0) только с новой константой

СО' Из сходимости ряда
00

2: 2: С6 (Z(J + Ik Iг,,/n
I=Ol kl;;"O

И леммы Бореля-Кантелли[5] следует, что мера векторов (а, Ф), при которых

оценка (13) выполняется для бесконечного набора векторов (alll' k1, ...

•••, kp ) Е м х ZP,paBHa нулю, что и требовалось доказать.
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Из доказательства теоремы 3 видно, что С ростом у множество тех а,

при которых условие (9) не выполняется, сужается. Чтобы различать мно-

жества чисел а, соответствующих различным у > п ( Р + [+ + 1]), т. е.
когда их мера Лебега равна нулю, применим размерность Хаусдорфа [1].
для этого используем следующую лемму.

Лемма [1]. Пусть S - некоторое множество на прямой и пусть J=
= ~ /{ - такое покрытие S счетной системой интервалов, что S с U 1с

1>-1 l~r

дл;любого г. Если для некоторого р > О, ~ 111 IP< 00: то dim S ~ р.
{~] .

Теорема 4. Если у> n (Р + [+ + 1]), то неравенство (13) имеет бес­

конечное число решений для множества чисел а, размерность Хаусдорфа

которого не превосходит n (Р + [++ 1])/1'.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через S(a) множество тех а,

для которых неравенство (13) имеет бесконечный набор решений в целочис­

ленных векторах (l, k1 , ... , kp) , а через Slk (а) - множество тех а, для которых

неравенство (13) выполняется при фиксированном с01 (/, k). Множество SI"
можно покрыть конечной системой интервалов Ilkr (г = 1, с7) . Мера

Лебега каждого из них по теореме 3 не превышает С5 (lu + I k o-v/n . Лег­
ко видеть, что система интервалов Гь, удовлетворяет условиям леммы при

Р = п (Р + [+ + 1])/1" Отсюда следует, что

dim S(а) ~ п (Р + [+ + 1] )/1'.
Следствие. Если t (t, х) Е С" (D), то размерность Хаусдорфа множества

чисел а, при которых не выполняется оценка (9), равна нулю .
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