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ПЕРМОДИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ СИСТЕМЫ ЛИНЕйНЫХ

КОМПЛАНАРНЫХ ВКЛЮЧЕНИй В ИЗОТРОПНОй ПЛОСКОСТИ

2т

о а Х
г\

~ -2Ю ""'

"тттт"q
Рис. 1

(и; + iv;) - (и; + iv ;) =

= fз (г) + if4 (г) = ' ; (г)

(z=x+2pn i t: Lp), (1)
причем .fi (х + 2pni) = О при Iх I> а,
f; (х + 2рпе) = fi (х) (р = О, ±1, ... ;j = 1,
2, 3, 4). Здесь и далее ау, ах , Тху - компо­

ненты тензора напряжений ; И, v - компо­

ненты вектора смещений; индексы «1» и

«2» характеризуют соответствующие вели­

чины, определенные в матрице снизу и сверху линии Lp ; fi (х) - за р а ­

нее неизвестные функции.

Предложенный подход к решению задачи с использованием функций

скачка дает возможность использовать принцип суперпозиции. Поэтому

Рассмотрим периодическую задач у упр угого равновесия однородной изо ­

тропной плоскости, в которой с периодом 2п расположена бесконечная систе­

ма компланарных тонкостенных включении (рнс . 1). длина каждого вклю­

ченя 2а , ширина 2h; Е, Ео - модули Юнга , "", ""О - модули сдвига, " ,
"о - коэффициенты Пуассона материалов матр ицы и включений соответ-

ственно. В плоскости сосредоточены внешние усилия - сила Р и момент М,
приложеиные в точках гОI + 2рпе и г10 + 2рn, (р = О, ±1 , ±2, ... )
соответственно. На бесконечности на пластинку действует поле однородных

напр яжений (а;' = q, а;' = Q1)'
Каждое р-е включение ввиду его малой толщины моделируется скач­

ком напряжении и производных смещений

на его срединной линии L; [2]:

(ауl - {'ху l ) - (ау2 - {Тху2) =

= f1 (г) - if2 (г) - f; (г), Ц

00 00

ац(г) = a~(г) + L a~) (г),
о

~ .~ (г), (2)'ху (г) = Тху (г) +
Г=-ОО р=-оо

00 00

и (г) --:- ио {г) + L И(Р) (г), v (г) = V o (г) + ~ v(P) (г),
0=-00 p~oo

(

где ау (г) , ... , Vo (г) определяют соответствующие величины в нагружен-

ной указанным выше способом однородной плоскости при отсутствии вклю­

чений, а a~) (г), . ~ . , v(P) (г) характеризуют возмущение напряженно-де­
формированного состояния от заданного формулами (1) скачка напряжений

и производных от смещений вдоль линии Lp (р = о, ± 1, ...).
Прямая L p является линией раздела верхней пg и нижней П~ полуплос­

костей. Тогда применение комплексных потенциалов Колосова - Мус­

:: хелишвили [3] позволяет записать, что

(р) (р) --,--
allk - iT xy k = Фk(Z) + Ф, (г) + ZФk (г) + Ч'k (г),

2"" (и<':)' + iv!: )') = ХФk (г) - Фk (г) - zФ~ (г) - чrk (г) (г Е ПZ; k = 1, 2).

.Здесь Ф, (г), чr k (г) - голоморфные, исчезающие на бесконечности функции:

х = (3- v)/(I + ,,).
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(3)

Используя методику работы [2] и формулы (3), (4) работы [3, § 38], нет­

рудно получить соотношения

а)ЛJ - iT<:Jk = Ф,. (г) - Ф,. (z -+ 4рлi) -+ (г - z- 4рлi) ф~ (г),

2/-L (uj{J)' -+ ivkP» = %Фk (г) -+ Ф, (г -+ 4рлi) -- (г - z- 4рлi) ф~ (г),

где

Фk (г) = %' [У (г) - 2/-LX (г)]; Ф, (г) = %' [%У (г) -+ 2!-LX (г)]

(гЕП~; k, 1= 1,2; k=l=l), (4)
причем

%' = 1/(1 -+ х), {Х (г) У (г)} = _1.r и; (t), -!; (t)) dt
, 2т J . t -+ 2рт - z •

-а

На основании соотношении (2) - (4) с использованием формул Сохоц­
кого - Племеля [3J, а также (1.421) справочника Ш получаем

аут. (х) - i7:xyk (х) = + +f; (х) - l15з (х) -- те, (х) -+ lltз (х) -+

-+ ~~ t1 (х) -+ а2 (х) - iT~y (х),

, , 1 • 1. .
и.,. (х) -+ iVk (х) = ± ""2 fз (х) -+ m5з (х) - l251(х) - 2~ tз (х) -

_.!:.!- t1 (х) -+ ~' (х) -+ ivo' (х). (5)
х

Здесь

-- 1 а. t - х t - х t - х -2 t - х }
{Sr (Х), - tr (х)} = 2лi J fr (t) {cth -2- , cth -2- - -2- sh -2- dt

-а

(г = 1, 3); т = (1 - %)/(2 (1 -+ %»; l1 = 2",,/(l -+ х); l2 = %/(2"" (1 -+ %»,
а значению k = 1, 2 соответствует верхний или нижний знак.

Подставляя соотношения (5) в условия взаимодействия плоскости с тон­

костенным включением (1.2) [2], получаем систему синтулярных интеграль­

ных уравнении

ЛГlК1f2 (t) -+ Лг2К1f4 (t) -+ лгзК2f2 (t) -+ ЛГ4К2f4 (t) -+ ЛгКзf2 (t) -+
-+ 6гзЛ4Кзf4 (t) = Р, (х) (г = 1, 3), (6)

A21K1f l (t) -+ Л2~К1fз(t) -+ Л2зК2f1 (t) -+ л24К2fз (t) -+ Л2Кзfз (t) = Р2 (х),

fз (х) = - k2f1(х),

где обозначено:

. а х

IК1,К2) ep(t) = 2~ J ep(t) {cth t 2 х , К (t -x)l dt: Кзер(t) = I qJ(t)dt;
-о -а
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о Cz
Fз (х) = 'VoN_ - ау (х) --~;

k
o

= I + %0 • k _ 3 - %0 k
2

= ~)2 - (kO) 2 •

8/10 ' 1 - 8/10 k1 '

бгi - символ Кронекера. причем

К(х) = cthx _+sh-2+. (7)

Величины н.; .г, с"2 определяются формулами (2.10), (2.11) работы [2].
Функции ti (х) должны удовлетворя.ть дополнительным условиям [2]

а

~ fi и) dt = А! (j = 1, 2, 3, 4). (8)
-а

В случае абсолютно жестких включений (Ео = 00) либо щелей (Ео =
= О) из системы (6) следует, что

~ I!I 1 -", 1 ,

1з (х) = О, K 1t l (t) + % KJI и) = i (иО + ivO )Il 2 (9)

либо

.. • -.- о о
I1 (х) = О, КJз (t) - К2tз (t) = i (ау - iТ:ху)!ll ' (1О)

Анализ характеристической части системы (6) указывает на то, что ее

решение должно иметь на концах промежутка интегрирования корневую

особенность. Поэтому искомые функции удобно представить в виде разло­

жений по полиномам Чебышева первого рода

ti (х)= n~o A~Tn (thт cth-f}(Сh +V2 (ch а - ch х) ) (j = 1, 4). (11)

_ В результате подстановки выражений (11) в систему (6) с использова-

нием формул (7.344) [I] получаем

00 , , • J 3 1
~ [л'21 Jnl (х) + л'23Нn (х) + л,2J2n (х)] Аn = Р2 (х), Аn = - k2An,

,,=0

~ [л'гIJln (х) + н.н; (х) + л'гJ2n (хН А; +
,,=0

00

+ L [л'г2Jlп(Х) + л'г4Нn(Х) + Огзл'4J2" «п А; = Fr(x) (г = 1, 3). (12)
,,=0

Здесь

(13)

а

н, (х) = 21п, ~
, -а

л';J = л'21 - k2л'22 ; л,~ = '''23 - k2л'24 : л,;~, л'2;

J10 (х) = - thT/( 2сЬ+); J20 (х) = [л - arccos (th -4-- cth +)}сь+;
{J1n (Х), J211 (х)} =

= +{lI(Sh ~ Ch2 +),- V2 (cha-chx) /(nsh -%-ch -%-Ch-4--)} х

Х иn-I (th+cth Т); ..
к (t - х) Тn (Н! -i-cth -%-)

,,/ dt (n = 1, 2, ...).
chtj2· (2 сЬ а - ch t)

с

R" 1"15



для вычисления Нn (х) в соотношении '(13) можно использовать при

ближенное выражениеядра К (х), получаемое после разложения в ряд вто­

рого слагаемого в (7) и удержания четырех первых членов ряда, что дает

+ а; (1]" - ~5) + а; (1]7 - ~7)1d11,
J

t а х
причем 11 = th 2 cth 2' ~ = th 2 х

а а

Х cth 2 ' а = th 2' Относительная

погрешность такой аппроксимации

подынтегрального выражения не

превышает 12%, но сама функция

определяется гораздо точнее.

Умножая равенства (12) после­

дзвагельно на систему функций

Rk (х) = V 2 (сЬ а - сЬ х) х

х Uk_l(th -i-cth+ )!сь-+

(k = 1, 2, . .. )

, /=1 I
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Рис. 2
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Рис. 3

и интегрируя по х от - а до а, полу,

чаем определяющую A~ систему
уравнений

со

~ [л';1 ; бnk + Л,~ н., + Л,;Qnk] Х
n=1

Х A~ = G2k, A~ = - k2A~,

f [л'Гl ; в: + л'гзНnk + л'гQnk] Х
n=1

1.'6 ~. -А- Х A~ + ~ [л'Г2 ; бnk -1- л'Г4Нnk+
n=1

+ бгзл'4Qnk ]А;' = Grk (k = 1,2, , .. , r = 1, 3). (14)

Здесь обозначено:

Grk = grk - CrkA6- DгkАб; Crk = Л,г1dk + л'ГЗНОk + Л,,QОk ;

Drk = л'Г2 dk + л'ГЗНОk + бгзл'4QОk ; G2k = g2k - C2kA6;

С» = л';ldk + л'~НОk + Л,;QОk;
а

{Hnk• о.; dk, grk} = S {Нn (х), J2n (Х), J 10 (Х), рг (Х)} Rk-l (х) dx
-а

(г = 1, 3; k = 1, 2, ... ; n = О, 1, ...);
. . а -

АЬ = А/ СЬ т/л (i = 1, 4).

В качестве примера рассмотрим случай симметричнг го нагружения

плоскости усилием а'; = q. Тогда A i = О (j = 1,4), Р2 (х) = О и из системы

1]6



(14) следует, в частности, что

Аl = A~ = О (f1 (х) = fз (х) = О), A~k = A~k = О (k = 1, 2, . . .). (15)

С учетом (15) обобщенные КОЭффициенты интенсивности напряжений у

равого торца включений

{k:- ik~, ki-ik~} = - ~~~ liтVa2
- х2 {f.tf; (х), f~ (х)/(% - 1))

,., а х-+а

можно вычислить по формулам

(16){k:, kI} = 2х'
,г- аr shach T

Система уравнений (14) решалась численно методом редукции для "о =
= "= 1/з, h = О, О 1 а. При относительной длине включений л = а/л:::;; 2
для достижения точности в 2 % оказалось достаточным выбирать от 15 до

30 отличных от нуля членов разложения (11). На рис. 2, 3 представлены аа -

висимости k: и k~ от л для разных относительных жесткостей включений k =

= Ео/Е. При k = 0,0001 k: отличается от значения общепринятого коэф­
фициента интенсивности напряжений k\, определенного в работе [4] для ком­

планарных трещин, не более чем на 10%.
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С. В. Соболев

1< ТЕОРИИ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ЗОНДИРОВАНИЯ ЗЕМЛИ

Исследование физических свойств вещества на различных глубинах и раз­

ведка полезных ископаемых тесно связаны с изучением электропроводности

коры и мантии Земли. Методы определения электропроводности Земли [1,
3, 5] приобрели особую актуальность в связи с исследованием предвестников

землетрясений (возрастание кажущейся проводимости среды в районе

будущего очага) и обнаружением приуроченности зон аномальной электро­

проводности к областям повышенной сейсмичности (см ., например, работы 14,
5, 8, 9]). Один из таких методов основан на сравнении горизонтальных

компонентов напряженностей персменных электрического и магнитного по­

лей на поверхности Земли. Проводимость однородной (или кажущейся не­

однородной) среды при гармонически иэменяющемся во времени электро­

магнитном роле определяется формулой

[tW Iн 12
о = 41t ТEf2 (1)

(используется гауссова система единиц). Здесь f! - магнитная проницаемость

среды; оэ - частота изменения поля; Е, Н - амплитудные значения орто­

гональных составляющих полей по касательной к поверхности.
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