
Из приведенных результатов ' видно , что при решении задачи по явной

схеме дальнейшее уменьшение h и J1t, выбранных согласно (7), практически
не влияет на распределение температуры. Следует отметить, что утвержде

ние о том, что явная схема дает заниженные результаты, а пеявная - завы

шенные [3], в нелинейном случае не подтверждается.
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Рассмотрим нестационарные задачи теплопроводности для полосы и слоя

с произвольно расположенными в них трещинами, на которых заданы тем

пература, тепловые потоки или условия теплопровицаемости, в предположе

нии, что на гранях полосы или слоя заданы однородные граничные условия.

1. Пусть полоса занимает область Iх I < 00, I у I < 5, О ~ z~ h.
Предполагаем, что между боковыми поверхностями полосы и окружающей

средой происходит симметричный относительно срединной плоскости у =
= о теплообмен по закону Ньютона. Пусть в такой полосе имеется Nраз

резов (трещин), проведенных вдоль гладких непересекающихся кривых

Е, (i = 1, N) , не выходящих на грани полосы . Необходимо определить тем

пературное поле, удовлетворяющее уравнению теплопроводности

д
2Т + д

2Т _ х2Т __1_ дТ = _ х2Т (1)
дх2 дг2 С дt с

при определенных начальных и граничных условиях на гранях полосы и

линиях L{. .
Представим общее решение уравнения (1) в виде

Т(х, г, t) = Т'; (х, г, t) + ТО (х, г, t), (2)

где Т* - решение однородного уравнения (1), удовлетворяющее началь

ному условию Т* (х, г, О) = О и одному из Гji'аничных условий на гранях

полосы:

'\1 = 1, Т* (х, О, t) = Т* (х, h, t) = О,

v = 2 дТ* I = о дТ* I = о
. • дг 2=0 • дг z=h '

га: I .v = 3, -д-О = О, Т* (х, h, t) = О,z 2=~

и на i-M разрезе:

± .L, дТ ± (00' t) +
т. (ао• t) = ft (ао, t). • д о = gг (ао, t),

n{

(3)

(4)
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(7)

в соотношениях (1) - (4) .введеиы следующие обозначен-ия: х2 =
=а/6л; а, л - коэффициенты теплообмена и теплопроводности; .26 - тол

щина пластинки; с - температуропроводность тела; t - время; Те - тем

пература окружающей среды; h; -теплопрониuаемость г-й трещины; а,

ао - дуговые координаты точек N и Мо линии Lk В этих точках; То 
решение уравнения (1) в пластинке без трещин, которое определяется из

вестными методами [8];

fi± (ао, t) == Т/ (ао, t) - То (ао, t);

.± ( t) = 1 ±'( t)- дТо(оо, Т)
gl ао, Т ql СТО, дn?

z
. ( t) = _ дТо(оо, t)g, ао, о '

дni

Решение однородного уравнения (1), ко
торое удовлетворяет начальному условию

и граничным условиям (3), представим так:
+-~~~=-+----'==---~

Т* (х, г, t) = фv (х, г, t) + ЧFv (х, г, t), (5) о

где

N t

о, (х, г, t) = 4'Л ~ I I QJ:~, 1:1:) к; (rj,m"" 'l - 1:) d(Jd1:; (6)
1=1 L; О

N 1

пr ( ) '"' (' (' 'Ф; (о, 1:) R1 ( d d
Т" х, г, t) = 8ле ~ J J и-1:)2 '1' fj,mk, t-1:) о 1:.
. 1=1 L ; О

Индекс v принимает значения 1, 2, 3, что соответствует виду граничного

условия (3); -00 <k < 00; т = 1, 2; Rv и R~ имеют вид
00

Rv (rj.mk, t -1:) = L Е1 (v, k) [R (r;,l k, t - 1:) + Е2 (v) R (rj.2k, t - 1:)], (8)
k= -oo

00
1 ~ ~

Rv (r;,mk, t - 1:) = г: Е1 (v , k) [R (r j,lk, t - 1:) ';,lk COS (rj,lk, nj) +
k=-co

+ Е2 (v) R (r;,2k,t - 1:)rj,2k COS (г;. 2k-:п~)), (9)
v

Е1 (v, k) = (_ 1)('1'-1)('1'-2) б k, (10)

'1'
Е2 (v) = (_ 1)('1'-2)('1'-3)"2, (11)

fJ,lk = (х- S)2 + (г - ~ + 2kh)2, (12)

f J,2k = (х - S)2+ (г + ~ - 2kh)2, (13)

R (rj,mk, t 1:) = ехр [- 4erl;~1:) - х2с (t - 1:)] , N (s, ~) Е ц, (14)

М (х, г) - произвольная . точка полосы; n! - внутренняя нормаль в точке

N (s, ~) линии Lj ; n; - зеркальное отображение нормали n; относительно
оси г = О или z = h. Остальные обозначения показаны на рисунке.

Функции Ф, И Ч'v являются решениями уравнения теплопроводности

для полосы с теплообменом при граничных условиях (3) и действии на лини

ях L j тепловых источников и диполей с плотностями (р; И '1\', соответственно.
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Аналогично, как в работах [7, 9], можно покаэать, что предельные зна

чения ФУНКЦИЙ Фv, ЧГV и их нормальных производных имеют вид

'у ,

дЧ' ± 1 ~/ ~ d ' Ь .- ov = Q(ао, t) = - -8- 'Р! (а, Т) f~ (ri/.mk, t - Т) -(t1: -)2 J +
дn лс - т а ·

i ;=1 о "

N '

+ 8~C ~ ~ ~ [~ [ ,1. (rI ;.mk. t -.) .; 'Р; (а, Т) f~ (rI;,mk, t -.)]
1=1 L; О

где обозначено: Oii - символ Кронекера;

dcrdT -
(t _ т)2 ,(18)

сс

R~ (rn,mk, t - Т) • L Е] (v, k) [R (ГЩk, t -.) Tlj .lk sin alj,l k +
1<=-00

ес

R~(r/j,mk, t-T) = L Е1 (v, k) [R (r//,I k, t-T)rij.lksina?j.lk +
k=-cx>

+ Е? (v) R (rn,2k, t - Т) 'n,2ksin a?j,2k]; (20)
со

1 ~ Оf v (rij,mk, t - Т) = kJ Е1 (v, k) [R (r/j,l k. t - Т) f/j,l k сов alj.lk +
k=-cx>

+ Е2 (v) R (rij,2k, t -.) f/j,2k cos a?/,2k]; (21)

2 ~ [( '7/,lk) Оlv (ГЦ,mk, t -.) = 2 "~cx> Е1 (v. k) 4с (t _ Т) - 1 cos (an,l k + alj,lk) Х

(
r1j'2k ) . о ]Х R (rii,l k, t - Т) + Е2 (v) 4с (t _ Т) - 1 cos (ali,2k + a i; ,2k) R (rlj.2k, t-.)

(22)

(остальные обозначени я см, на рисунке).

Подставляя выражения (15) - (18) в граничные условия (4). для опре

деления ЧJj (ао • {) и 'Фi (ао • t) получаем системы сингулярных интегральных

уравнений

N I
I """ (' (' (Р! ( о . Т) + _ _
2л ~ j J t _ 1: ' R,. (ril,mk. t - Т) ахао = { l (ао• {) + {; (00' {) -

1= 1 L О
/

I ' ~ (' r 1J1j (о, Т) R1 ( t ) d d .( t) -
- 4лс .!-J j j (t _ т)2 v ri /,mk, - т т а, 'Фj ао, -

1=1 L
j
О

(23)
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N t

1 ~ \ \ <pj (а, т) R2 ( t ) d d2Q (ао, t) = 4зtс ~ J J (! _ -с)2 V ' i; .mk, -. т (J +
1=1 L; О

+ g-t (ао, t) + gi (ао, t), epj (ао, t) = gi (ао, t) - gt (ао, t); (24)

Q(ао, t) - ~ 'Фi (ао, t) = gi (00' t), ер! (ао, t) = О. (25)

2. Рассмотрим слой, занимающий область I х I < 00, Iу I < 00, О ~

~ z~ h и содержащий N не выходящих на границы области поверхностных

разрезов Si (i = 1, N). Предполагаем, что поверхности Si являются поверх

ностями Ляпунова. В дальнейшем все обозначения примем такими, как в

п . 1. При этом все величины следует рассматривать как функции простран

ственных координат х, у, г, а вместо Е, подразумеватьобластиS,.

Аналогично, как и в плоской задаче, представляя температурное поле

в виде (2), приходим к определению функции Т* (х, у, г, t), у.довлеТВОРЯlOщеЙ

уравнению теплопроволиости

д
2
Т* + д

2
Т* + ~2T* l дТ* =0 (26)

дх2 ду2 дг2 С д! '

начальному условию Т* (х, у , г, О) = О, одному из граничных условий на

гранях слоя (3) и на {-м разрезе (4). В общем случае функция Т* (х , у, г, t)
и ее нормальная производная должны быть разрывными при переходе из

st на Si. Поэтому представим Т* (х, У, г, t) в виде

Т* (х, у , г , t) = W v.(x, у, г, t) + Qv (х, у, г, t), (27)

где

]
W v (х, у, г, t) = 11

Вл лс

N t

~ ii w~' :;, к; (rj .mk, t - 1')d'Lds;
;=1 5 .0 (t '"С ) .

I .

N I .

о, (х, у, г, t) = -8-Л-~--==/~О- ~ ~ j~ Wj~. ;;. R~ (rj.mk, t -.) d'LdS,
r i = 1 з , о (t -с)

1

(28)

(29)

причем предельные значения функций Wv , Qv и их нормальных производ

ных равны:

N I

(Wv)/ = ~ ~ (' (' Wj (s, : ; я; (riJ.mk, t - 1')ахав; (30)
8зt . зtс i=] ~ . ~ (! - '"С) ,

I

N I

~ (' (' Wj (s, '"С) R1 ( t d d
~ J J _ "/. v fl/,mk, - 1') т s,
;=1 5 . О (! т)

I . .

(31)

N t .

aw±] 1 "'" ~ ~ ( ).--~- = + <) wi (so, t) 6i i + ----;:=_~ w~' :/. R~ (rij ,mk, t -.) d'Lds,
ani ~. . 8л 11лс j=1 5. О (! т) .

1 . '

(32)

N t
aQ± 1 ~ r (-а-nv,О-. = Q(so, t) = -8-~-'--==/~C~}: J _W--,-j---,-S--'-'-=:/7-) lv (rij.mk;t- 1')d.ds .

.. у" ;=1 S . о (! - '"С) 2 •
I . .

(33)
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в соотношениях (28) - (33) 'введены следующие обозначения:

Rv (rt,mk, t - 't) ' . 1: E1 (v, k) [R (r;l k, t - т) + Е2 (v) R (rt,2k, t - 't)];
k=-oo

1 '"' [ aR ('j,l k ' 1- ") • гя (r j ,2k ' 1 - ") ] . '
Rv (r"mk, t - т) = I<~OQ E1 (v, k) . дп , + Е2 (v) дn; ,

дD(г . k t-'t)
R2 ( . . t _ ) _ ' '''1 IJ,m ' .

v T'I.mk, 't - д' о '
п;

. дR~ (Гц,т", t- 't )
l v (rl;,mk, t - т) = . о

дn;

R (r" mk, t - т) = ехр (- 4С ;!,~") ); r;.l k = (х - ~)2 + (у - 11)2+

+ (z - ~ + 2kh)2; Г;.2" = (х - ~ )2 + (у - 11)2 + (z + ~ - 2kh)2;

n! - нормаль в произвольной точке N поверхности 5 j ; n~ - зер кальное
отображение нормали n! относительно плоскости z = О или z = h.

Учитывая представление (27), из граничных условий получаем для опре

деления неизвестных плотносгей Ш! (ао , [) и Ш; (ао , [) системы сингулярных

интегральных уравнений

N . . .

1 ~ (' (' Wj (8, ~~ я; (rlr,mk, t - т) d'td5 = г!" (8o, t) + г: (8o, t) -
4л; Уш ;=1 ~ ~ (t - т) а

I

N .

~ ~ ~ ~ CiJj (8, :} к; (ri,.mk, t - т) ахав, Ш; (8o, t) = rt (5o, t) -
4л; л;с ;= 1 S/ о (t - т) 2

- r: (80' t) ; (34)

N '

2Q = 1 ~ ~ ~ Wj (8, ~} R~ (rlf.mk, t - т) d'td5 + gt (8o, t) +gi (80' t),
4л; -vпс '=1 S О (t -'t) 2

I .

Ш, (8o, t) = gi (so, t) - gt (So, t); (35)

h[ - 36)Q(so, t) - Т Ш! (so, t) = g[ (so, t), Ш[ (so, t) = О. (Зб) .

Функции Фv, Ч'v и соответственно Wv , Qv будем называть потенциа

лами простого и двойного слоев в рассматриваемых обла стях (полосе, слое).

Решение полученных систем интегральных уравнений как в плоском,

так и в пространствеином случаях можно получить методом послеловатег ь

ных приближений. Кроме того, поскольку ядра систем интегральных урав

нений зависят от разности t - т, то для нахождения их решений можно при

менять метод операционного исчисления .

Рассмотрим примеры.

1. Полоса с прямолинейной трещиной, размешенной на . оси ог . На

гранях полосы заданы граничные условия (3). Имеем два случая :

а) пусть на берегах разреза а < z < ь (О < а, Ь < h) заданы равные

по величине и противоположные по знаку температуры То. Тогда , полагая

в системе уравнений (23) N = 1, f]'r- = то, fl = -ТО, а1l.l' ='a;'. 2k = О,
находим Q)] (г, t) = о, '1'J (г, [) = 2То ;

б) если на берегах разреза а < г < ь заданы равные по величине и

противоположные по знаку тепловые потоки qo, то, полагая в (24) g"(- = -qo.
- о о .

gl = qo, aij,lk = aij,2k = О, N = 1, пол учаем чр, (г , t) = 2Qn, 'Рl (г, t) = О .

По известным плотностям !Pl и 'Фl температурные поля определяются

формулой (5).
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2. Слой с плоской трещиной, которая занимает область 51: х = о.

J у 1< 00, а:::;;; г:::;;; Ь. На гранях слоя выполняются условия (3). Имеем два

случая:

а) если берега трещины подвергаются воздействию равных по величине,

но противоположных по знаку температур ТО, то из (34) найдем w (О, у , г,

t) = О,Ф (О, у, г, [) = 2То ;

. б) в случае за грузки берегов трещины тепловыми потоками gt = - Ч«,

gl = qo решение у равнени я (35) при N = 1 имеет вид w (О, у, г, [) = 2qo,
ш (О, у, г , [) = О . .

Температурные поля по и звестным плотностям w и со находим по форму

ле (27).
Предложенный метод построения потенциалов и вывод интегральных

уравнений нестационарных задач теплоп роводности для полосы и слоя с

разрезами может быть применен при построении потенциалов 11 интеграль

ных уравн ений в более сложны х областях, для которы х можн о построить

фундамент альны е решения . Некоторы е из таких фундамента льных решений

. в настоящее время известны [1, 2, 6] или легко находятся для тел, имеющих

форму параллелограмма, параллелепипеда, клина .
. Как частные случаи из приведеиных результатов получаем выражения

потенциалов и интегральных уравнений нестационарной теплопроводности

для полубесконечных (полуплоскости о:::;;; г < 00, Iх I< 00; полупрост

ранства О :::;;; г < 00, 1 х I < 00, 1 у I < 00) и бесконечныхтел [5], потенциалы
и интегральные уравнения стациона рной теплопроводности для полосы,

СЛОЯ, полуплоскости. полупространства. плоскости [3], пространства [4].
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Анати з эхо- с и гнал а , вызваннэго падением на упругую сферическую оболоч
ку сферического или плоского звукового импульса, подробно изложен в

работах [2, 3, 111 . Влияние направленности зондирующего импульса на пе
р эизлученные сигналы учтено в работах О, 4-8, 1О] . В данной работе иссле

дуется задача эхо-сигнал а, вызванного звуковым импульсом, распространяю

щимся в виде узкого конического пучка и освещающего лишь часть поверх-

89


	!003
	!004
	!005
	!006
	!007
	!008

