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РАСЧЕТ НЕСТАЦИОНАРНОГОТЕМПЕРАТУРНОГОПОЛЯ В СЛУЧАЕ

ТЕЛ ВРАЩЕНИЯ С ВЫДЕЛЕНИЕМОСОБЕННОСТЕЙ

(2)

В работе [1] предложен метод решения нестационарной задачи теплопровод

ности путем сведения ее к интегральному уравнению первого рода с помощью

теплового потенциала простого слоя . При этом предполагалось. что про

странственная конфигурация представляет собой систему конечных областей

сложной формы. В данной работе рассматривается случай тел вращения,

причем решение существенно уточн яется за счет выделения особенностей

как в плотности , так и в ядре интегрального ура внения.

Рассмотрим внешнюю задачу Дирихле для уравнен ия теплопроводно

сти, представленного в безразмерном виде

дТ
/).Т = дГ' Т 11=0 = О, Т 15 = ер (Х, · t )5+ (t), Х Е 5, . (1)

{
1, t> О,

5+ (t ) = О , t ~ О,

где S = U51- совокупность разомкнутых поверхностей; ер (Х, t) - усло
вие на границе. Решение задачи (1) ищем в виде теплового потенциала прос
того слоя .

f

Т(Х, [ ) = j dt Н q (5, t)б(R, t , l)ds, X EIR3.
о S

Я'

"

R2
= L

v=!

ности 5 и фиксированной точкой Х пространства ; q (5, t) - неизвестная плот
ность, определяемая из интегрального ура внения первого рода

е- 4 (1-1)

Здесь () (R, t, Т) = ---=-- --;;-;-- - функция влияния теплового источника;
[4" (t - () ]'/'

(Ху - x.v)2 - расстояние между переменной точкой Х поверх-

7Idt И q (5, t) б (я. t, [) аэ = ер (Х, t), Х Е 5.
о ~

(3)

Поскольку рассматриваемые поверхности обладают осевой симметрией,

то целесообразно ввести цилиндрическую систему координат (г, z, ф), СОВ

местив ось г с осью симметрии поверхности 5. Предположим согласно [3],
что образующая L поверхности 5 не имеет точек самопересечения и задана в

параметрическом виде

r =r (1] ), г =г(1]) , H1~1]~H2' (4)

Область изменения параметров t И 1] разбиваем на (n - 1) и (т - 1)
частей соответственно точками tk = (k - 1) ь, (k = 1, n) ,

1]/=H1 + hz + (l - 2)h2 ([ =2, m - 1), 1]1 = Н1, 'I1m=H 2 - h2,

h2 « ь;

образуя прямоугольную сетку , где

h1 = [/(n - 1), hz = (Hz- Н1 - 2hz)/(т - 3).

Исходя ИЗ того, что плотность q (г, г, t) не зависит от ер вследствие осе

вой симметрии поля, представим ее в каждом прямоугольнике следующим
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образом:

q (1'], t) = l/h1 (qk-I (1']) (tk - t) + qk (1']) (t - tk-I)}, (5)
где t ([tk_I, tk]; ql (1') = О;

r
l/h2{qk'2 (1') - "Ъ) + qk,1 -?- '11 }, "1 ([1')1' YI2]'

'11-'111

Qk(1')) = {1/h 2 (Qk,I (1'] - - 1') I- I) + qn,l-I (1')I - 1']) }, 1']([1')1-1,1')/],

/1/fi2 {qk,m ;-'f]m +qk,m-I(1')т-1')}, 1'] (['Ilm-I, 1')т];
~ 'f]m-'f] .

qk,l = q (1')/, lk), k = 2, п, l = 3, т - 1.
Учитывая (4), (5) и вычисляя в (3) интегралы, зависящие от времени,

получаем

Н2 2л

I r r (1) (1) - -
23л; J Ч« (1') F (1')) d1'] J {/о - lIh111 } drv = rv (г, г, tn ) -

Н. О

n-I Н, 2п

- 2;n ! ,\ qk (1']) F (1') d11 ~ {V2 (jI~) -lIh1V2 (1\п)} dcp. (6)
k=2H, о

Здесь

l~) = 2/R erfc (8);

1(/) = 2 V jh 1/ne-8 ' - R erfc (8): i = п - k; 8 = Ю(2V jh 1) ;

V2
- конечная разность второго порядка соответствующих функций в точ

ке jh1 ; F (1') = г (1') Vr~' + г~ - якобиан перехода от поверхностного
интеграла к двойному. Интегральное уравнение (6) служит для определения

неизвестной функции Ч« (1'), если qk (ч) найдены на предыдущих шагах.

В левой части ядро имеет особенность, если точка удовлетворения граничным

условиям совпадает с точкой интегрирования. Легко показать, что в правой

части эта особенность отсутствует, т. е.

lim[V2(jI~» '-lIhlV2(1\j»] = _ 4 V2(VЛ.
п-+о 11nhj

Сделав ряд преобразований с учетом (5), уравнение (6) преобразуем следую

щим образом:

(7)

где

'12 11т

А 1/-h С Фj 2 ('11) d'Y1', А 1 h- (' Фj,т-J ('11) d'Y1',
. k,I = 2 J 11 ' . '1 п.т = / .2 J 11 "

'1. 1] -'111 11m-l 'f]m-'f]

Ak,1 = ин {11( Ф;,'+I (1') d'Y] - Г Фi,l-I (1']) d1')} (l = 2, m-l);
~ ~-I . '

2"

Фi.1 (1') = ) {V2 (j1dfJ) - 1/h1V2 (l\iJ)} dcpF (1')) (11/-"1');
, О

{
h2' 1') ([1')1-1, Тl/], i = 3, т - 2,

h=
Е; 1'] ([1')1' "12] V 'У] ([1')m-l, 'Y]mJ·

Если точка коллокации ~~( = 'IlI, то В уравнении (7) коэффициент Аn , / имеет

особенность в обоих интегралах, если же "11 < nl-t < nl-l, то особенность
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имеют An,Z- l и Аn . в первом и втором из интегралов соответственно. Пре

-образуем в каждом из них подынтегральную функцию , используя результа

ты работы [3]. Тогда получим

ФО,I (11) = К! (11) К (р) + Фо.z (11), (8)

(9)

(10)

(11)

.где

Фа 1 (11) = 16 5% !erfc (R (1], а) ) _ erfc( R (~~, т) )] х
. V (г + г)2 + (z - Z)2 2 -vh1 ,2vн,

о .

Х F (11)(111- 11)' da. + 25" {erfc (R (1], <р») R (1], <р) -
V I - /12 sш2 а о 2 Уh) ь,

R'(11.QJ) }
2 -~

- у-- е F (11) (111- 11) d<p;
. 'Jth]

_ _ 16 ( R (1]~. ;))
К; (11) = V .erfc V F (11) (11- 11z);

(г + г)2 + (z _ Z)2 , 2 h]

.1\ (р) - полный эллиптический интеграл первого рода, который аппрокси

-мируется выражением

... -.:
)' 1", 1

К (р) = '=0IX,~' + Inт ,~o ~s~' = U (~) + lnт V (~),

t 1 .) (;: - г)2 + (2- Z)2 О
- = - р- = (г + г)2 + (z _ z)2' < ;~ 1.

Значения а; И ~. приведены в работе [2].
Примем для определенности, что имеется четыре случая расположения

- точек коллокации:

1. 1i~ = 111'

Во всех интегралах Ak•1 (k = Гn) делаем замену переменных 11 =
-= "/h2 + 111' "у Е [О, 1]. После некоторых преобразований получим

Аn• 1 = 2/~ {j [ЧF (К2 (11» + ФО.2 (11)] dy + 2K2(~~) V (~~)} ,

1

Ak•1 = 2/ Vh2 ) Ф;.2 (11) d11·
~

2. 11~ = 11т ' Аналогично в интегралах A k•m делаем замену У] = 11т 
- y'ili2 , У Е [О, 1]. Тогда

Ал.т . 2/V~и [ЧJ (Кm-l (11» + Фо.m-I (11)] dy + гк.г: (~~) V (~~)} ,

I

Ak•m = 2/~ ) Фi.m-l (11) dy.
l'

3. Y]~ = 1']/ (l = 2, т - 1). При таком выборе точек коллокации полу

'чаемая матрица системы будет квадратной с диагональным преобладанием,

гюрождаемым особенностью ядра интегрального уравнения. Заменой 11(1) =
= yh + 'Ilt в первом из интегралов Аn• 1 и 1'](2) = 1']/ - yh во втором из них

: 8О



получим

1

An•1 = ~ [ЧГ (К1 (11{1))) + Фа) (11<1»- чг (KI-I(11 (2») - Фа.I-1 (11(2»] d'V+
а

4. 111-1 < 11 < '111 (l = 3, т - 1). В этом случае всегда можно получить

кроме квадратной и прямоугольную матрицу системы линейных алгебраи

ческих уравнений, которая решается методом наименьших квадратов и приво

дит К улучшению точности решаемой задачи. Пусть Аn. / = /1 - (/2 + 1з). где

'11+1 111 '11

/1 = ~ Фа.I+1 ('11) d11; '2 = ~ 7(1-1 (11) К (р) d'l1; '3 = j Фа.L-I ('11) d11·
'111 111_1 "1-1

tl!L 11/

Представим [2 В виде суммы двух интегралов ~ + ~ ,в каждом из ко-
'11-1 1;11

торых сделаем замену переменных 11(1) = У (ii!L - 111-1) + '111-1 и 11(2) =
= 111 - У (111 - ~!L) соответственно. В оставшихся интегралах [1 и /з дела

. ем эамены п'" = h2y + 111 и '11(4) = h2y + 111-1, гдеуЕ [О, Г], Тогда
1

Аn./ = ~ [h2Фа. I+ 1 (11(3» - ЧГ (К,-, (11{1)) (~и -1]1-1) + 'у (7(1-1 \1]( 2)) Х
а

Х ('111 - ~11) + /12Фа, '- J ('11(4»] dy - 2h2Ki-1 (~IL) V (i;fL)'

Аналогично получим

1

А'Ц_I = J[ЧГ (Кt (1'}(I)) (~Ц -111-1) + 'у (К1 (1'}(2») (111- ~IL) +
а

+ Фа.1 (1'}(4» h2 - IL2Фа. /-2 (1'}(5» I dy + 2h2K1 (~IL) V (~IL)'

Здесь 11(5) = h2y + 1'}1-~. Во всех четырех случаях ЧГ (X 1 (1'}» имеет вид

ЧГ(К1 ( 1'} » ) = RI(11)(U + Vlln (г+г)2+(г-г)" -в))-
. \. ('l'J u - Т1l)2 М

- к, (11) V (1'}) - К1 (~и) V (~!L) 2 ln r ~f/. - 'I'J 1, (12)
'Ilf/. -'Т]I

где М и В - некоторые функции, зависящие от уравнения образующей L
и вычисленные в работе [3]. Полученная система рекуррентных алгебраиче

ских уравнений для определения плотности хорошо обусловлена. Опреде

лив из нее неизвестные qk.i, найдем значение температуры в любой точке

(т, z) пространства при каждом t" по формуле
n т

Т - - 1 ~ \"' А. (г, г, t) = -23 .t....t... qk./ k.l·
:rt 1<=2 1=1
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