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СТОХАСТИЧЕСКИЕ ТЕМПЕРАтУРНblЕ НАПРЯЖЕНИЯ БЕСКОНЕЧНОЙ

ПЛАСТИНКИ С БЛИЗКИМ К КРУГОВОМУ ОТВЕРСТИЕМ

Рассмотрим неограниченную пластинку со свободным от напряжений кру

говым отверстием , контур сечения Г которого описывается уравнением

р = R + аН (ер),(l )

где R - среднее значение радиуса отверстия ; а - малый параметр ; Н (ер) 
случайная функция с вероятностью 1 непрерывно-дифференцируемыми реа

лизациями . Через поверхности г = + h/2 пластинки осуществл яется тепло

обмен с внешней средой нулевой температуры . Между краем Г отверсти я и

окружающей средой происходит теплообмен по закону Ньютона. Пластинка

нагреваетсятакже источниками тепла. При этом температура окружающей

среды Е)' и интенсивыостъ источников тепла W' являются функциями коор

динат и времени. Температура пластинки в начальный момент времени рав

на нулю, а на бесконечности ограничена.

При описанных выше условиях теплообмена нестационарное темпера

турное поле пластинки в безразмерной полярной системе координат описы

вается уравнением [3]

[д2/др2 + (l /p) д/др + О/р2) a2/arp2 - с2 - д/д.] Т = W (2)

.при начальном и краевых условиях :

Т=ТО при т =0,

дТ/дn - у (Т - Е)) = О на Г ,

lim Т (р, ер ; т) < оо .
0- '"

Здесь

а ! .
Т = [i2'

aR
у =-л.-;

1,/2

Т =_1 \. T'dz;
h ,

- h/'!

Щ,

W = ~ W'dz;
-h12

1,/2

Е) = .\ e'dz;
-h/2

Г, Z - координаты ; 1 - время ; h - толщина пластинки; "л, а - коэффици
енты теплопроводности и температуропроводности пластинки; с/"n' а - коэф

фициенты теплоотдачи с поверхностей г = +/2 и края Г соответственно.

Решение краевой задачи теплопроводности (2) - (3) ищем в виде

Т = Т(О) + а": (4)

для нахождения функций ТО) (l = 0,1) получаем, согласно работам {5, 6],
рекуррентную си стему соответствующих краевых задач.

Пусть интенсивность источников тепла W и температура внешней сре- .
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ды е представляются рядами

W = ~ WfI ехр (inep }, 8 = ~ Е>n ехр {inep}; (5)
n n

а случайная функция Н (ер ) задана каноническим разложением О, 4]

н (ер) = ~ SkexP (ikep} (6)
1,

'Здесь Sk - дельта- коррелированные случайные величины с нулевыми зна
чениями математических ожиданий и ограниченными дисперсиями Dk .

Решения т(о) , т(1 ) задач теплопроводности после соответствующих вы
числ~ний имеют вид

т(О) = L T}~) ехр ипер } , т(\) = ~ SkTk1),
n k

T~O)=Mn(p, о-и) .. {- у8n -+ ~ XWn(X, u- v) *

*[(v-п)F(х, 1, v) +G(x, V)]dX}- JxWn(x, '&-и)Р(х, р , u)dx,

Tkl )= ~ T~~ ехр (i (п + k) ер }, T~~ = Мn+" (р , т - и) *Ф"k (и),
n '

и

f (и - v) .. g (о) = j t (и - v) g (v) dv,
о

00

Мn = ~ exp {- c2.r } j zQn( p, z) exp{ - z2'&} dz,
о

Q= [J" (р , г) Lltn (z) -+ уn (р , г) Ll2n (Z) ]/LlnИ,

Llln = гУn+ 1 (г) - (п -+ у) Уn (г); Ll2n = zJn+1 (г) -- (п + у) Jn (г) ,

Lln = LlIII (г) -+ Ll~ (г) ,

F = (1/2V) ехр (- [(х2 + p2)/4v -+ C2V 2 ] } Уn (xp/2v),

(7)

00

х" ехр {- c2v} ~ Г(n+m+ 1) 1 т 2
G= v"+t22n f (n + I) :=0 mlf(n+m) (-/4V) 2Fl (- m, - n - m, n + 1, x ).

Здесь 2Fl (а, ~, у, г) - гипергеометрическая функция Гаусса.

. Потенциал персмещений ч' и функция напряжений Эри Е, через кото

рые определяются компоненты тензора напряжений ац рассматриваемой

пластинки, находим из уравнений

Llч' = ~T, LlLlF = О (8)
при граничных условиях

арр cos ( п, р) + арф cos (п, ер) = О,

арф cos (п, р) -+ d'fф cos (п, ер) = О на Г,

где

(9)

, ai; = о. , + ai/ и, j = р , ф) .

Здесь ~ = at (l + v) R2
; at - коэффициент теплового ' расширения ; v 

коэффициент Пуассона; Ui; , G;; определяютс я через функци и ч' и F соответ-
ственно [2] . . . .

Представляя решение краевой задачи (8) - (9) В ' виде

ч.r = ч.r(О) + еч.rЩ , F = р(О) + ер(1), (10)
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для определения функций w(l), р(1) (l = 0,1) получаем соответствующие
краевые задачи [6-].

Частное решение уравнения

11w(l) = ~T(O (l = О, 1)

в предположении, что

8 = ~ 6 n cos (Оn']; ехр Umpf, W = О,
n

имеет вид

(11)

ЧF(О) = ~ чr~О) ехр {inq> },
'!

ш(l) _ ~ 1: trr(l) ,
т - 2.J '"''' г k "

со

ЧF~О) = ~ JN n (р, г) РО (г, т) аг, Ч!k1 ) = ~ Чt~~ ехр (i (п + k) q>},
n n

(1) OOs r - '
Ч'n" = ~ j NnН (р, г) N"k (г) Р1 (г , г1' т) dzdz1, _

О О

Nn = - 2y8nQn (р, г) z/л [(с2 + г2)2 + (O~],

Nn+k = 2zQn+k (р, г)/л, Nnk = 2у8"г1/л [(с2 + гТ)2 + (O~] [д2Qn/др2 +
+ удQn/др + knQnJp=l'

ро = (с2 + г2) ([а1 (с. т) + (Onaz ( с, 't)/(c2 + г2) J/(c' + (O~) + аз (г, 't)),
2 2 2P1 = {[«с2 + г"' ) (с2 + г1) - (оп) а1 (т) + (О" (г2 + г, + 2с"') аз ('t)] Х

Х (С"" + (O~) + [(е'" + г"') (е'" + гТ) - (O~] аз (т) 1/[(c2 + г 2) 2 + (O~] +
+ (е2 + гТ)[аЗ ( Z1 ' 't)-аз(г, 't)]/(z2 - zТ) , z2=Fzf, (12)

aQ,,/ap = р j[nJn (р, г) - zpJI1+1 (р, г)] I1Jn (г)-

- [пУп (р, г) - грУn+ 1 (р, г)] 112" (г) )/t1" (г),

д2Qn/др'" = р2 {[(п2 _г2р2) J" (р, г) + zpJ,,+J (р, г)] I11n (г)-

- [(п2 - г2р2) Уn (р, г) + гРУn+ 1 (р, г)] I12n (z) )/L'1n (г),

аз (х, т) = [ехр I- (е2 + x't) с } - ехр {- с2с} ]/х2 , Х = г, г1,

а1 (~. "с) = ~2 COS(оnс + (оп sin (оnс - ~2 ехр 1- ~2c !,

а2 (~, с) = ~2 sin (оnс + (ОП cos Ы"т +Ы" ехр {- ~2c}, ~2 = г2 + е2 •

Величины Qi (i = п, п + k) определяются формулами (7). Функция напря

жений Эри ри) (l = 0,1) имеет вид

р(О) = L (c\~p" + c~?lpn+2) R2 ехр {inqJ}, .
n

(13)

где

p~1) = L (e\~kpn+k + C~~lkpn+k+2) R2 ехр {i (п + k) q>};
n

(О) -(О) 1 2 -(О) • /2 Г);
сln = 'паррn ( , "с) - (п - ) аО(Р,! (1 , 't)/t] n (n - ,

( О) -(О) (1 - (О) 1 ) "]/2 ( + 1)'C2n = - [Оррn • с) - Орфn (1, 't /' n ,
(1 ~ l -(\) " (О) а=(О) (] /д

Cl nk = (п + k) rОррn" (l, с) - tkаофn (1, т) + ООР" ,о) Р]- .

- (п + k - 2) [a~Jnk (1, t)/i - k(J~~n (1, "с) +
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+ дu~~n О, 1:)/iap] \/2 (п + k) (п + k - 1); (14)'

c~ = - {a~J"k (1, т) - ik(J~~n (1, 1:) + дa~~n (1, ,,)/др-

- a~IJnk (1, 1:)Ii + k(J~~n (1, __ ) - дa~~n (1, 't)liapJ/2 (п + k+ 1).

Результирующие напряжения в рассматриваемой пластинке равны

at . = 0(0) + ЕО(!), (15);
I " IJ

где

(i, i = р, <р).

Здесь a1~) - температурные напряжения бесконечной пластинки с гладким

круговым отверстием; (Ji? - дополнительные напряжения пластинки с
шероховатым, близким к круговому отверстием, обусловленные случайным

температурным полем .

Выражения для корреляционных функций температуры и напряжений

имеют вид

К -э ~ D т(I) ( )T(l) (' , ')
т = е- z.- k k р, <р, т k Р, <Р, т ,

k

К 2' " D (l) ( ) {IJ (' , ')a ij = Е.:.. katjk р, ер, т (Jijk Р, <Р, 1: •

"

(l6}

Полагая в выражениях (16) р = р', <р = <р', 1: = т", получаем формулы для

вычислений соответствующих дисперсий. В случае распределения случай

ной переменной по гауссовому закону на основании выражений (4), (15) мож
но определить вероятности изменения температуры и напряжений рассмат

риваемой пластинки в заданных интервалах, а также коэффициент концент

рании напряжений в окрестности отверстия.

Если интенсивность источников тепла WI и температура внешней среды

Е>также являются стохастическими функциями, . заданными каноническими

разложениями (5), в которых wn И <9" - дельта-коррелированные случай

ные величины с равными нулю математическими средними значениями и

ограниченными дисперсиями, то полученные выше решения краевых задач

теплопроводности и термоупругосгн дают возможность определять вероят

ностные характеристики температурного поля и тепловых напряжений, об

условленные статистическими микронеровностями кругового отверстия, а

также флуктуациями интенсивности источников тепла и температуры окру

жающей среды.
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