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Квазистатическая задача термоупругости для кусочио-однородного цилинд

ра рассматривалась в работах [3, 4] для различных частных случаев функ 

ции распределения температурных полей. Однако для определения опти

малыюге управления тепловыми пропессами в кусочно-однородных дета

лях и элементах КОНСТРУКЦИЙ методом решения обратной задачи теплопро

водности по заданным термонапряжениям, как и в случае однородного те

ла и]; необходима функциональная зависимость термоупругих напряжений

от температурного поля.

В настоящей работе приведены решения одномерной задачи теплопро

водности и соответствующей. ей задачи термоупругости для полого кусочно

однородного многослойного цилиндра. Полученные формулы позволяют

определять термонапряженное состояние такого цилиндра при пронзволь

ном температурном поле, а также могут быть использованы для решения

задач оптимального по быстродействию управления тепловыми пропессами

в МНОГОСЛОЙНОМ цилиндре при ограничении на термоупругие напряжения .

Рассмотрим полый МНОГОСЛОЙНЫЙ цилиндр С внутренним и наружным

радиусами R1 и R2, изготовленный из произвольного числа n концентриче

ских однородных слоев. Материал каждого слоя изотропный, а теплофизи

ческие и механические х ар актер истик и такого цилиндра представляются

в виде [4]
,,-1

Р (г) = р, + ~ S+ (г - r/) (рн! - Pl),
;= 1

(1)



.задачи теплопроводности

1 д '[ ( дТ (р, г) ] дТ (р, т)
РдР Р1] р) -др- + F (р, о) = х (р) дt

дТ (k, ") _ Н1 [Т (k, о) - е (о)] = '0,
др

aT(I,"t) +H
2

[T (-l , o) - t (o)] =0'.
др

(2)

(3)

T(p,O)=t(p), (4)

'Где р.:- r/R 2 ; 1: = al1:*/R ~; функции 1] (р) = '}.! (р)/ЛТ, х (р) = С (p)Y(P)/C1Yl
имеют вид (1); Л/, а;, С;, У; (j = 1,2, ... , n) - соответственно коэффициенты

'теплопроводности , температуропроводности, удельной теплоемкости и плот

-ности' j-ro слоя; Е (р, 1:) = R~W (р, о)/л1 ; W (р, 1:) --' удельнаямощность теп

ловых источников; Н1 = С(,lR2/л;; Н2 = С(,2R2/л~; С(,1' С(,2 - коэффициенты
теплообмена; е (о), (Т) -температуры греющих сред; k = R1/R2.

Применяя последовательно метод преобразования Лапласа и метод ре

.шения дифференциального уравнения второго порядка, предложенный в

работе [2], решение задачи теплопроводности (2) - (4), можно представить
'в виде

1: 1

Т (р, 1:) = JS~ [Р (~, 1]) +- х (~) tШ 8 (1]) - Н18 (1]) 8 (~ - k) +
о k .

+ H2t (11) 8 (s - 1)] G (р, G, о, 1]) d~d1].

. Здесь 8 (х) - дельта-функция Дирака: G (р , ~, о, 1]) - функция Грина вида
00

G (р, 1;, о, 11) = - л ~ Ати (р, "т) V (1;, "т) ехр [- "~ (1: с...::.1])];
т~' . .

.А т, U (р, "п.) ' V (1;, "т) - известные коэффициенты и функции;
' V m (т = 1, 2, 3, ... ) - счетное множество простых корней уравнения

[dЧJn I (1, ") ]
' dp +H2rJ!n.l (1 , V) [vY 1(kv)+H1YO(kv )] -

[
dЧJn 2 (l, v) ]

- 'dP ' +H2rJ!n.2 (1 , ") [v/1(kv) +-IJ1/ 0(kv )] =0;

Л i (х), У ! (х) (i = о, 1) - функции Бесселя первого и второго рода нулевого

' Н первого порядков; rJ!n.i (р, ") (i = 1, 2) - известные функции, выражаю

.щиеся через функции 10 (р, "), УО (р, ,,).
Теперь рассмотрим решение задачи термсупругости для полого много

. слойного цилиндра, находящегося под действием температурного поля

Т (р, о). Примем, что внутренняя и наружная поверхности цилиндра свобод

ны от внешних нагрузок, а торцевые поверхности закреплены от o~eBЫX

-перемещен и й . Тогда в цилиндре возникает плоская осесимметричная де-

-формация. Для определения термонапряженного состояния его используем

уравнение равновесия, записанное в перемещениях [5]: ' . ' .

_d_{[2 ()+Л()] dUf)+_d_[~u1+2Lt()[_1 du, -~J'=
dp f.L Р Р dp f dp ~) , 1 . Р р dp р2

d
= R2dPf~(p)T(p, .)] (5)

.где и, - радиальное перемешение: л (Р), f.L (р) - коэффициенты Ляме;

~ (р) = [3л (р) + 2f.L (р)] С(,Т (р); аТ (р) ~температурнЬ!й коэффициент линейного

расширения; функции л (р), f.L (р), ~ (р), а.' (р) имеют вид (1).
При решении уравнения (5) применяем упомянутый выше метод [2].

Используя при этом соотношения закона Гука и граничные условия о, (k) =
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= с, (1) = О для определения постоянных интегрирования, находим

и~ = 2 (2""1' + " 1) {[f.t )Ql (р) k-
2 + (f.tl + "'1) Qz (р)] R +

+Qz(p)T)(p, 'L)-Ql(р)Тz (р , о) },

ие .. 2 (2""11+ ") U/-LI0 l (р) k-
2 + (/-L l + 1.1) 02 (р)] R +

о Т · О Т ( )} 2f1(p)~(p) Т( о)+ 2 (р) 1 (р, о) - 1 (р) 2 р , т - 2"" (р) +" (р) р, ,

(Jz = 2 (2)l1
1+ Лr) {[f.t lP I (р) k-

2 + (f.tl + 1.1) Pz (р ) ] R +

+ Pz (р) Т1 (р, о) - Р1 (р) Tz (р , '"С)} - 2~~~i~~ tlp) Т (р , о),

где a~ - радиальное, ин - окружное, (Jz - аксиальное напряжения;

Qi (Р) = [2/-L (р) + '" (р)] d<P~p(P) + л.~р) ЧJi (р);

О! (р) = [2/-L (р) + л (р)] <Pip(P) + Л (р) d<P~~P) ;

Р (р) . <Р! (Р) + d<p[ (р) .
i Р dp'

(6)

(7)

(8)

р

Т! (9" о) = J~ (~) Т (~, т) :G [GЧJi ел d~ (i = 1, 2);
k

R= Ql(l)T2(1, 't)-Q2(I)Тi (1 , '"с)

!tlQl (1) k-2 + (!lj + "1) Q2(1)

ЧJ[ (р) (i = 1,2) - фундаментальная СИСТема решений уравнения (5), которая
Имеет вид

n-I

ЧJl (р) = Р - ~ S+ (р - р/) (р - p-
1p7) a;+I,

1= 1

n- !

ЧJ2 (р) = р-I + ~ S+ (р - р;)(р - p-lp7)b;+I,
I=J

J-I

Ь; = dj - ~ Ь! (с, + d/P~_I),
(=2

л . ( - 2"", + j - (""/-1 + Aj_l) d _ I-t/- ""/-1) Pj-1
с, = 2!t1 + Л; , ; - 21!;+";

(j = 2, 3, .. . , n).

Для практики большой интерес представляет случай свободных тор

цов цилиндра , когда величина ОСевой деформации Bz постоянна. Тогда мож

но воспользоваться основными соотношениями для обобщенной плоской

деформации . В этом случае в уравнении (5) к правой части следует приба-

вить член -'- R2 dл::) Bz . Соответствующие изменения ПОЯ13ятся и В форму

лах (6)-(8). При этом величина осевой деформации Bz определяется из

условия равенства нулю равнодействующей силы на торцах, Т ••е. из условия

1

5pGz (р, '"С) dp = О.
R

Исследуем термонапряженное состояние полого двухслойного (n = 2)
цилиндра со свободными торцами. для этого цилиндра можно найти, что
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компоненты напряженного состояния выражаются следующими формулами:

для внутреннего слоя (р Е [k, k}))

аг = la~~ p-z[2; - k:rрТ (р, Т) dp - fsT (s, т) ds} +
т k] - k k "

- 2

+~EIE2 (р2_ k2) (1- kT) kT [ilT* + 8, (V1 - ,,2)],

О'е = la[E
i р-2 [ p~ -+ k

2 IрТ (р, Т) dp + fsT (s, Т) d~ - р2Т (р, Т)} +
- "] kJ - k 2 k k .

-2 .

+~ 1:]E2 (р2 + k2
) (1- kT) kf [ilT* + 8, {'\I1 - ,,2) ],

O'z = lalE~l [k/Yi l;2JрТ (р, Т) dp - Т (р, Т)J+ .

+ 2~! Е}Е2 (1 - kT) kT[ilT* + 8z (v1 - " 2)] + E18 z ,

для наружного слоя (р Е (k}, 1])

о, = lа?2 р-2 [ р2 - kzT_ { рТ (р, T)dp - fsT (s, Т) dS} +
"2 1 - k , k, k , .

-2

+~Е1Е2 (1 - р2) (kf - k2
) kT[ilT* + 82 (V] - "2)]'

аТЕ _ [ р2 +е 1 5Р ' }
О'е = 1~ 2 Р 2 ; 5рТ (р, Т) dp + sT (S, Т) ds --:- р2Т (р, Т) -

"2 1 - k , " , ", .
- 2

- ~Е}Е2 (1 + р2) (kT- k2) kT [ilT* + 8, (V1 - "2)],

a~E2 [ 2" 2' 51 J
Uz = 1 _ - - 2 рТ (р, Т ) dp - Т (р , Т) -"2 1- k , ч .

- 2~2 Е}Е2 (kT - k2
) kT [ilT* + 8, ('\'1- " 2) ] + Е28"

где "1, Е, (i = 1,2) - соответственно коэффициент Пуассона и модуль

упругости i-ro слоя;

ilT* = a~ (1 + '\I~) T~ - аТ (1 + '\11) Ti;
k, ,

л; = 2 2 5рТ (р, Т) dp; Т; = _2_ 2 - 5рТ (р, Т) dp;
k] - k2 k 1- k1 k ,

8 , = i* {а1Е} [(kT(1 - 2"2) + 1) (1 + '\12) Е1 (kT - k2
) +

",
+ (kT (1 - 2v2) + k2

) (1 + '\I}) Е2 (1 - kT)] SрТ (р, Т) dp +
~ ~ .

2 k2+ а2Е2 r(k] (1 - 2"1) + k2
) (l + '\11) Е2 (1 - ]) +

1

+ (kT(1 - 2v} ) + 1) (1 + " 2)Е1 (kT- k2
) ] 5рТ (р, Т) dp};

",
{j = [k~ +(1 - 2"1) k~] Е2(1 + "1) (1 - kT) +
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+ [1 + (1 - 2"1) М] Е1 (l + "2) (kf - k2
) ;

б* = E1E2kT (l - kI) (kT - k2
) ("1 - "2)2 + 4- [(kT - k2

) Е1 + (1 - kT) Е2] ·

в отличие от однородного термонапряженное состояние двухслойного

цилиндра характеризуется, кроме градиентных напряжений, еще наличием

напряжений, которые вызываются различием механических свойств и раз-

ностью средних интегральных тем- б ос

ператур слоев. о' I
в качестве примера рассмотрим I

теплоизолированную снаружи двух- I
слойную трубу 1020х 82 (76 мм СТ. 5

·22 К и 6 мм cT.OX1810T), нагре- I
ваемую конвективным теплообме- I

ном изнутри по линейному закону (Н1 = 20, v = 40 С/мин). Тогда ре

шение задачи теплопроводности (2) - (4) можно представить в виде

т (р, т) = То (р) + Т1 (р) т + Т* (р, т) . (9)

Рассмотрим термонапряженное состояние трубы для установившегося

теплового режима, когда последним слагаемым в выражении (9) можно пре

небречь. Результаты расчета представлены на рис. 1, 2. На рис. 1 приведен

перепад температур по толщине трубы, на рис. 2 показапо распределение

. о (1 - '111) а Ф б
относительных термоупругих напряжении ао = т ' где ци рами о 0-

а! е,

значены: 1 - радиальные, 2 - окружные, 3 - аксиальные напряжения

для случая свободных торцов трубы ..
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