
На основе изложенного можно утверждать следующий важный для прак

тики результат.

Теорема. На первом листе римановой поверхности 1т 1.1;2 > О в полу

плоскости 1т Х > о независимо от того, выполняется неравенство (6) или нет,

а Re 1.1,2 ;;:: О при Re Х ;;:: О.

в случае М = О аналогичное утверждение доказано в работе [3]. Отме
тим, что в работе [1] доказана первая часть теоремы в случае бесконечной

скорости распространения тепла М = О при 1т Х .> 1т Х±.
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ДИНАМИЧЕСКИЕ ТЕРМОНАПРЯЖЕНИЯ В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ.

ВЫЗЫВАЕМЬ!Е РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ В СФЕРИЧЕСКОМ ВКЛЮЧЕНИИ

ПЕРИОДИЧЕСКИМИ ИСТОЧНИКАМИ ТЕПЛА

Постановка задачи. Рассмотрим упругое полупространство z > О, отнесен

ное к цилиндрической системе координат г, ер, г (рисунок). На внешней по

верхности полупространства z = О происходит теплообмен с окружающей

средой по закону Ньютона

(1)

"" .,...

r

г

28

где t -'- температура; Л, е, - коэффициенты

теплопроводности и теплоотдачи; температуру

внешней среды полагаем равной нулю. Поверх

ность г = О свободна от внешних нагрузок:

Игг = атг = О. (2)

В полупространстве .на расстоянии d от
плоской поверхности г = О расположена уп

ругая сферическая оболочка,внутри которой

имеется теплопроводный заполнитель с рав

номерно распределенными источниками тепла

q (1:) = ql ехр (кот), со, ql = const, (3)

(1: - время). На контактирующих поверхностях (полупространство - обо

лочка, оболочка - включение) выполняются условия идеального теплового

и механического контактов. При таких условиях и распределении источни

ков тепла (3) термоупругое состояние системы не будет зависетъ от коорпи

наты ер.

Введем сферическую систему координат р, ер, е (см. рисунок). Считаем

материал включения «мягким» (жесткость включения мала по сравнению с

жесткостью полупространства и оболочки), Тогда, используя результаты
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работ [2, 3], граничные условия на поверхности включения р = R1 В рас
сиатриваемом случае с учетом соотношения (3) записываем в виде *

at 1 { , ( гч at )
дР + R"; '),"<O)k* (l - k*) дО2 + ctg еде -

__1 [3k (1 _ k ) С(О) + (1 _ 2k ) с(1)] R~ ~} = _ (1 - 2k*) q1Ri ei<JJ'; (4)
3 * * * а д'!: 31.,

1 [д
2

М в д .] 1
Орр + - 2 ~ + ctg е де (2Ме - Mrp) - (МВ - Mq» - R (NB - Nq»-

~ 1

a2
W O (О) 1 д2

[( a2wo awo ) ( дио е)] . О
-g(О)~-g.R~ a-r2 '"д82+ сtg е ае - ае +иосtg =,

(5)

1 [ дМв ] 1 [ гнв 1
<Уре+7 д8 -I-(Me-Mrp)ctg8 .+7[; ае -I-(Ne-Nrp)ctg8 j -

. 1

- g(O) д;~~ _g~O) ~2 :;2 (дд~O - Ио) = О; ио = и,
1 .

В соотношениях (4), (5) обозначено:

а1т = 2G ( е 1т + (l - 2v)-1 [ve - (l + v) a(t)t] 01т} (1, т = р, ер, 8; г, ер, г);

(6)

NO= Do[80 -1- V 08<p - a~) (l + vo) то], Nrp = Do[8rp + v08e - ag) (1 + vo) То],

(7)

МВ = о; [Хе + VoXrp - a~)ool (1 + vo) Т;]; Mrp = о; [xrp + VoXe-

- a~)ool (l -1- VO) Т;];

(
1 с{/) R~ д) k*q1R1 i<JJ, Т· - Т k - 2.1: R-1

ТО = l-Tk* 1.,(0) - a- ---a-r t +~e , О -t- о' * - Uo 1 ,

Е ~ ( 2 -1 • 1 ~2D (О) 2~ (О)Do= 2 OUo 1- vo) ,Do = зUО о, g = uogo, g. =

= +06g(0), "о = ",,(О), Cj = ССи)

Здесь еь; - компоненты деформации полупространства; 01m - символ Кро

некера; е - объемное расширение; 8е , 8"" Хе и Xrp - компоненты деформации

срединной поверхности оболочки; Ио , Шо - компоненты вектора перемеще-

н'ий ;;0 срединной поверхности оболочки; 260 - толщина оболочки; Е, G
модули Юнга и сдвига соответственно;v - коэффициент Пуассона ; с - теп

лоемкость; g - плотность материала; а , a(t) - коэффициенты температурс

проводности и линейного температурного расширения соответственно.

Здесь и в дальнейшем величины с нижними индексами «О», «1»будем относить

к оболочке и включению соответственно, а без индекса - к полупрост

ранству.

Таким образом, для определения температурного поля описанной систе

мы необходимо найти решение уравнения теплопроводности

l1t = - 1~ (8)
а д'!: '

удовлетворяющее' условиям (1), (4), а для определения ее напряженно-де
формированного состояния, обусловленного этим температурным полем,

* в работах [2, 3 ] задачи теплопроводности и термоупр угости для тел с инородными
включениями сведены к соответствующим красвым задачам для обл асти, занятой основным

материалом при обобщенных граничных условиях (отражающих роль включений) на вну

тренних поверхностях. Простейшие варианты таких условий используются в данной работе.
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необходимо решить уравнение движения

-> 1 -> g aZ; 2 (1 +v)
дU + 1-2v grad div i.J = G - a 't"2- - · 1 _ 2v cx(t) gradt (9)

при условиях (2), (5). Здесь д - оператор Лапласа.

О методе решения. Задачу будем решать методом последовательных

приближений, предложенным в работах [4-6]. Процесс вычислений прово

дим так. Каждое приближение удовлетворяет дифференциальным уравне

ниям задачи (8), (9). При этом (2n)-е приближение точно удовлетворяет гра

ничным условиям (4), (5) на сферической поверхности Р = R1 , а (2n + l)-е

условиям (1), (2) на плоской границе. На каждом этапе вычислений прибли

жения записываем соответственно в сферической и цилиндрической системах

координат.

Представим вектор перемещений t; в виде

~ = J2:rad Ф - rot rot i, (10)

(11)

где Ф, \jr - соответственно скалярный и векторный потенциалы [1]. Под
ставив выражение (10) в уравнение (9), получим

f 1 д
2

) . 1+ V ( 1 д
2

) -+jд-- - - Ф = --схи)! д--- - - чг = О\ а2 a 't"2 . 1 - v ' ~2 a 't"2 ,

сх2 = Е (1' - v)[(1 + v) (1 - 2v) g]-I, ~2 = Е [2 (1 + v) g]-I,

где о., ~ - скорости распространения упругих волн расширения и искаже

ни я. Все величины, характеризующие термонапряженное состояние системы,

определяются через функции Ф , \jr и их производные [1].
При установившихся процессах , обусловленных источниками тепла (3),

время будет входить в функции Ф , \jf и t в виде множителя ехр (нот}, Этот
множитель в дальнейшем условимся опускать; он появляется лишь в конце

вычислений и на него необходимо будет умножить все компоненты, опреде

ляющие термоупругое состоян ие системы.

Представим потенциал Ф в виде Ф = F + Н. Тогда, используя уравне

ние теплопроводности (8), с учетом сказанного соотношения (11) приводим

к таким уравнениям на функции Р, Н и Ч':

(д + mI) F = О , (д + т~) Н = О, (д + т~) 0/ = О, (12)
2 'Z'VR-2 2 'V2.R-2 2 2. 2 R-1 'V R -1 1 R-1

т! = - t л, 1 , т2 = л, !, тз = 1] m2, 1] = сх'" ,л, = (1) lCX , = сх lа ,

причем температурное поле полупространства t определяется через эти функ

ции формулой

t = (1 - v) [cx(t) (1 -+ »г' (д + m~ (Р + Н) . (13) -

Второе (векторное) уравнение (11) переходит в последнее из уравнений (12),

так как ввиду осесимметричности задачи вектор Ч! будет иметь отличную
от нуля лишь осевую составляющую.

Искомые функции Р, Н и Ч', следуя работе [6], представим рядами

00 00 00

F = У (Р2.1 + F2i-/-l) , н = L (н;+H2i+!), Ч' = L (Ч'2 i + Ч'2i+!) '
;;;0 i= O i=O

Члены этих рядов с четными индексами будем искать в виде

00 ( 2Л 00 . (2 ") .
Р2/ = L а; hn (mIP) Р" (cos 8), Н2/ = L Ьn / h'1 (m2р) Р" (cos 8),

'1=0 '1=0
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(18)

а снечетными - в виде

F2i+1 = rAi (~) e-~tzJо (~г) -~- dG, H2i+1 = rв i Ю e-JL,zJо (~г) -~- d~,
J ~l J ~2
О О (16)

'P'2i+l= ГСi(G)е-J.LзZJо(И-~-~, f.t;=~2_m;, р=I, 2, 3.d ~3

Здесь hn (х) - сферическая функция Ханнеля второго рода; Рn (х) - поли

номы Лежандра порядка n; J о (х) - цилиндрическая функция Бесселя пер

вого рода.

Непосредственной подстановкой функций (15), (16) в уравнения (12)
легко убедиться, что они являются решениями этих уравнений, исчезающи-

б В А В С (2Л ь(2п (2j) (15)
ми на есконечности. еличины j' j' i' аn , n И СП , входящие в ,
(16), определяются из следующих условий:

а) температура, напряжения и усилия в оболочке, соответствующие

функциям ро , Но и 'Р'о, удовлетворяют граничным условиям (4), (5);
б) температура и напряжения, соответствующие F2j + F2j+l; H2j +

+ Н2;+ 1 И 'f2j + 'Р'2НI удовлетворяют условиям (1), (2) при j = О, 1,2, ... ;
в) температура, напряжения и усилия в оболочке, соответствующие

Р2Н1 + Р2Н2 ; Н2Н1 + Н2;+2 ИЧГ2;+ 1 + чг2;+2, удевлетворяют условиям
(4), (5) при ql = О и j = О, 1, 2, ... .

Определение функций Fo• Но и 'уо' для определения постоянных a~O),

. b~O) и c~O), которые содержат функции Fо, Но и 'fо' используем граничные
условия (4), (5). Если в эти условия подставить соотношения (6), (7), (10) и

(13), выраженные через функции (15) при j = О, то после некоторых преоб

разований получим систему уравнений

со k ~D (1 + v ) a(t)1: [A~) (h) a~O) + A~2) (h) b~O) + В; (h) d~O)] Р; (cos 8) = - * 1 о 3л G о '0 ql'
n=О о

~I [L~1) (h) a~O) + L~2) (h) b~O) -1- Мn (h) d~O)] дРn ~~OS О) = О, d60) = О, (17)

00 аУ) (1 + v) (1 - 2k*) Rr1: N n (h) a~O)Рn (cos 8) = - Ql'
n=О 3л (1 - v) (m~ - mr)

Здесь обозначено:

(

(211 с(2Л )
d(2j) - сn+l _ n-l п ~ Г: d(2j) = О·

n - - тз 2n + 3 2n _ 1 ' ~,O ,

A~) (h) . [n (n -1- 1) (х + иn) - m~Rf] hn(щR 1 ) - [2х - k*g(O)m~Rr +
+n (n + 1) иn ] s~) (h) + [1 - (- 1)1] k*a~) (1 - ") (1 - "ог

1 (m~ - mr) Rr х
{ I (1) 2 2[1 ]1х 2 -1- з",(0) k*c m l Rl 1 + 12 n (n -1- 1) k* Jп; (m1R1) ; i = 1, 2;

Вn (h) = n (n + 1) {(х + иn) s~) (h) -

- [x+(n2-1-n-l)vn-k*g<О)т5RI]hn(тзRt)}; (19)

L~:) (!J,) = (х -1- иn) s~) (h) '-- [2 (1 - k*g(O)m~Rr) + (1 + 12k-;2) и,.] hn (mlR 1) -

[ 1 ( 1)' ] k (I)E(O) (1 (1 -1 2 2-. 2 [ 1 (1) 2 ~
- - - *а. - ") - "о) (т2 - тl) R1 1 - 6",(0) k*c m1R1 Х

Х (1 - +k*)] п; (m1R1) ; ЕЕ(О) = Ео ; gg(O) = go; a(t)a~) = a~);

Mn(h) =[n(n+ 1HX-l-vn)-:2(I-k*g(О)m5RI)-(1+ 12k-;2)vn]hn (тзR 1 ) -
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- 2 (1 - k*g<°)m~RI) + (1 + 12k-;2) иn ] s~) (h); н, (h) = s~1) (h) - ,-

- {n (n + 1) k* (1- k*) л(О) - +(3k* (1- k*) С(О) + (1 - 2k*) C(I)] miRI} Х

Х п; (m1R 1) ;

(i)
Sn (h) = miR1hn- 1(щR \) - (n + 1) h' l (miR 1) ;

х = 2 (l + k*E(O) (1 + v) (1 - vог
l
] ;

иn = t;]2k~ ( g<°)m~Ri + 2Е(0) (1 + v) (1 + vог
l !n (n + 1) (1 - vог1

- 1]}.

Если коэффициенты d!п0) найдены, то C~O) определяются формулой [61

C~2j) = - (2n + 1)тз' (d~2~J - d~+з + ... ). (20)

После разложения правых частей системы (17) в ряды по полиномам Ле

жандра получим соотношения для определения коэффициентов аъО), b~O).
При этом коэффициенты a~,O) = b~O) = d~,O) = О для n> 1, следовательно, из

(20) имеем C~O) = О для любого п. Таким образом, функции (15) имеют вид

Fo=a~O)ho(mlP), H o= bbO)ho(m2P), чrо=О. (21)

Построение (2n + l)-го приближения. Определим функции F2/+ 1,
Н2/+1 И чr2/+ 1 по известному (2j)-My приближению. Воспользуемся соотно

шениями (1), (2), которые с учетом условия б) разбиваем на слагаемые с

четными и нечетными индексами. В полученные таким путем соотношения

вместо температуры и напряжений подставим их выражения (6) и (13),
записанные через функции (15), (16). При этом функции (15) представляют

в цилиндрических координатах по формулам, приведенным в работе [6].
В результате получим

(2~2 - m~) [fJ-iIА j (~) + fJ-z lВ! (~)] + 2~2CI (ю =
= - (2~2 - т~) [fJ-i1е-)J.,dF (2j) + fJ-z1е-/l!dН (2п] + 2~2е-)J.,dчr (2j),

2fJ-з (А! (~) + В! (~)] + (2s2 - т~) С! (~) = 2fJ-з (ГI1 ,dF (2j) + e-,·dн (2j)J -

- (2~2 - т~) е-/l·dчr (2п, (22)

А ! (~) = (ЛfJ-l - 8с) (ЛfJ-l + 8c)-1 e-/l1dF (2Л, F (2j) = ~ f ina~2i)pn (_1~1 ),
1 11=0 1

Н (2Л= -fп ~ inb~2j)pn ( ~2 ), Чf (2j) = -: f inc~j)pn(_i:::__).
2 n=О ,2 3 n=О ' 3

Таким образом, если (2Л-е приближение известно (следовательно, извест- '
ны функции F (2j), Н (2j), чr (2j» , то из системы (22) определяются величи

ны Aj Ш, В! (~) и Ci (~), что согласно (16) решает вопрос о нахождении функ-

ций F2j+1, H2j+! И 'o/2i+l. '
Построение (2j +2)-го приближения. Найдем ФУНКЦИИ F2i+2 , H Zi+2

И '0/2/+2 по известному (2j + I)-MY приближению. Величины a~2H2), b~2i+2) и

cr;i+2
) , входящие в функции (15), определим из условий (4),(5) при ql = О.

В этих условиях температуру, напряжения, перемешения, а также усилия в

оболочке разбиваем в соответствии с условием в) на слагаемые с четными и '
нечетными индексами. Если подставить вместо указанных величин их З~lа

чения (6), (7), (10), (13), выраженные через функции (15), (16), представлен

ные в сферических координатах, то получим

A~) (h) a~2j+2) + A~2) (h) b~2i+2) + н, (h) d~2j+2) =

= _ [A~I) Ш a~,2i+l) + A~2) и) b~2j+l) + з, и) d~2i+J)J,

L~J) (h)a~2i+2) + L~2) (h) br;i+2) +Мn (h) d~2/+2) =
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(23)
• 00

a~2i+2) = _ Nn(j) н:' (h) a~2i+l), a~2i+1) = ) А, (s) q~1)sсЩ" (JЬ2H2) = О,

о

00 00

b~2i+l) = SВ! Шq~)sds, C~2i+l ) = 5С! (s)qh3)~сЩ" d~i+l) = О,

о о

q:;') = (2n + 1) {~;l ехр (- !1pd) Рn и~p/mp), р = 1, 2, 3.

Здесь ~еличины A~) (j) , в; (j) , L~) (j), Мn и) и н, (j) определяются форму
лами (19), есл и в них функции hll (х) замен ить сферическими функциями

Бесселя in (х).

Уравнения (23) служат для определения коэффициентов a~2'+2) , b~j+2) и·

d~2i+2) по коэффициентам предыдущего приближени я; есл и они найдены,

то из (20) следует, что известно и значение с!;Н
2

> . Этим согласно (15) функции
F2i+2 , H2j+2 И Ч"2i+2 полностью определ яются .

Таким образом, соотношени я (21) - (23) дают возможность определить

любое приближение для функций Р, Н и чr, построенных в виде рядов (14).
С использованием этих функций , а также соотношений (6), (7), (10) и (13)
можно получить формулы дл я определения температуры, перемещений, на

пряжений в полупространстве и усилий в оболочке (ввиду громоздкости

указанных формул приводить их не будем).

Отметим , что нулевое приближение (21) рядов (14) соответствует реше
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Рассмотрим упругое изотропное тело с включением из материала, обладаю
щего теми же упругими свойствами , но другим коэффициентом линейного

расширения . Пусть тело от начал ьной н улевой температуры нагревается до

постоянной температуры' То. Возн икающее при этом напряженное состояние

аналогично тому, которое имеет место в однородном теле , есл и область вклю-

. чения нагревается до То , а остал ьное тело сохраняет температуру, ра вн ую

нулю. Задачи такого рода впервые были исследованы дж. Гудьером [4],
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