
"Но матричный многочлен J (х) можно представить в виде

s
! (х) = П (Ex-D;),

;=1

где D; = diag (Л,\i) , . , . , л~)) и DiDj = DjDi, i, j , 1, '" , s.
.Преобразованием при помощи матрицы р-I перейдем обратно к матричному
многочлену А (х), т. е.

s
А (х) = p-I! (х) Р = П р-! (Ех - D i ) Р.

i=1
' Очевидно , матрицы В; = P-1D iР, i = 1, .. . , s имеют простую структуру
,И BiB; = B;Bi, i, j = 1, ... , в. Теорема доказана .
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, АНАЛИТИЧЕСКИЕ СВОйСТВА ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ

ПАРАМЕТРОВ ОБОБЩЕННОЙ ТЕРМОУПРУГОСТИ

.При решении задач математической физики часто используются аналитиче

. ские свойства выражений, которые содержат многозначные функции. Среди

многозначных функций особую роль играют радикалы, аналитические свой

ства которых в несвязанных задачах изучены в работах [2, 51. Однако сколь

нибудь полные исследования радикалов, играющих важную роль в построе

'нии аналитико-численных методов решения связанных задач обобщенной

термоупругости, до сих пор в литературе отсутствуют.

В данной работе изучаются аналитические свойства характер!,!стиче

-ских параметров обобщенной связанной термсупругой среды, которые яв

ЛЯIОТСЯ многозначными функциями комплексной переменной со и через ко

торые выражаются трансформанты интегральных пр~образований [4] :

Л1,2 = ~l V+'Y1,2, 1'1.; = Vx [1 + M2(1 + 8)] + i (l + 8) + Q, О)

Q = V {x [1 + М2(1 + о) ] + i (1 + 8))2-4Х(ХМ2 + i), (2)
-гле

'V ro (j) * = ..:L " 2 Л. +2fL. с2 = ~. м _ .!:.L.
л, = ro'" ; х С1 = Р , q .г' - Cq ,

л, f1 - коэффициенты Ламе; р - плотность среды; % - коэффициент темпе

ратуропроводности; т, - время релаксации теплового потока; в --:.коэффи
, циент связанности.
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Общие свойства радикалов у и а. Исследуем аналитические свойства

функции

у = VХ [] + М2 (1 + е)] + i (l + е) + V р (Х - Х+) (Х - Х_), (3)

Х _ -iq ± 2УВ .
где ± - р ,

+8)2-1 +8; М>О; 0<8< 1.
Лемма 1. В каждой точке Х = Х± функция У имеет две различные точки

ветвления первого порядка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В точках Х = х± внутренний корень функ-

ции у имеет точки ветвления первого порядка. Если в окрестности и; =
=jO<IX-Х+I<г1),г1=miп\IХ±I, IX±-XMI, [X+-X_II,XM=
= _иМ2 выбрать круг И+ = { IХ - Х+ - 0,5r1e

it-I<0,5r
11, tn= сопат, то в

И+ можно выделить четыре различные ветви fv функции у, характеризуемые

различными знаками обоих корней. Пусть f1 - одна из этих ветвей. Элемент

Р1 = (И+, fl) после продолжения вдоль окружности 1'1 : Х = Х+ + 0,5r1eit ,

О ~ t ~ 2л перейдет в элемент Р2 = (И+-, f2)' где '2 - другая ветвь, ибо
внутренний корень при таком обходе изменит знак. Повторный обход 1'1
снова приведет к элементу Р1 , так как обходы 1'1 не изменяют ветвей корня

VХ - х_ и ветвей внешнего корня, точками ветвления которого являются
точки Х = ХМ, Х = о. Точно в таком же отношении находятся две остальные

ветви '3 = -'1' '4 = -'2·Для точки Х = х_ исследования проводятся ана
логично. Лемма доказана.

Лемма 2. В точке Х = хм = -i/M2 функция У имеет одну точку ветвле

ния первого порядка и два правильных,неразветвленныхэлемента.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть V' = {О < I Х - хм I< fzI, Г2 =
= min { 1ХМ - Х± 1, I хм I}, V = { I Х - ХМ - 0,5 че": I < 0,5 Г2 } и я
четыре ветви функции у в круге V. Пусть gl И g2(g2 = -gl) ветви,
для которых внутренний корень равен i/M2 при Х = - i/M2. Обход

окружности 1'2: Х = - i/M2 + О,5г2еа, О ~ t < 2л не изменит ветви

внутреннего корня, но изменит знак у внешнего корня (когда Х опи

сывает окружность 1'2' точка z = [l + М2 (l + 8)] Х + i (1 + е) + Q там,

где рассматривается выбранная ветвь внутреннего корня, описывает в плос

кости г замкнутый жорданов путь, содержащий внутри точку z = О), по

этому при таком обходе элемент (V, gl) перейдет в (V, g2)' Вторичный обход

Г2 снова изменит знак внешнего корня и поэтому снова приведет к элементу

(V, gl). Оставшиесядве ветви gз и g4 (g4 = -gз), для которых внутренний ко

рень равен - i/M2 при Х = -i/M2, при обходе 1'2 не изменятся (при этом

точка г с выбранной ветвью корня описывает замкнутый жорданов путь,

охватывающий точку г = -i/M2 И не охватывающий точки z = О), следова

тельно, такой обход переводит каждый из элементов (V, gз) и (V, g4) в себя,

т. е. они являются неразветвленными элементами. Лемма 2 доказана.

Лемма 3. В точке Х = О функция у имеет два правильных неразветвлен

ных элемента и одну точку ветвления первого порядка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим W' = {О < I Х 1< гз), гз =
= miп {I Х± 1, 1хм 11, W = {I Х - 0,5гзеir , 1< гз/2 и {j)v четыре ветви функции
у в круге W. Пусть {j)IИ <Р2 ({j)2 = -(j)l) ветви, для которыхвнутреннийкорень

равен +i (l + е) при Х = О. При обходе окружности 1'3 : Х = 0,5гзеi;, О ~

~ t ~ 2л ветви не изменятся, т. е. такой обход переводит каждый из эле

ментов (W: (j)j), (W, (j)2) в себя. Две ветви {j)з и <Р4 ({j)з = -(j)4)' для которых

внутренний корень равен -i (1 + е). при Х = О, при обходе окружности 1'3
изменятся, так что элемент(W, (j)з) переходит в (W, (j)4) и при вторичном об

ходе вновь возвращается к элементу (W, (j)з). Лемма 3 доказана.

. Для изучения функции у в точке Х = 00 возьмем приколотую окрест-

ность D' = {Г4 < 1х 1< оо }, '4 = гпах { I Х± 1, IXM I} и в ней круг D =
= {I Х - 2r4e

Lt o I < Г4}· Пусть (D, h1) - какой-либо из четырех элементов
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функции У в круге D. Обход окружности Г4 : Х = 2r4e
i l , О ~ t ~ 2л приводит

К изменению знака у внешнего корня, поэтому он приведет к другому эле

менту (D, h2) . Вторичный обход приведет опять к элементу (D , h
1

) . две

ветви hз и h4 (hз = - h4 ) ведут себя аналогично. Отсюда следует такая
лемма.

Лемма 4. В точке Х = 00 функция У имеет две различные точки ветвле
ния первого порядка.

Остальные точки комплексной плоскости Х являются правильными точ
ками аналитической функции у. Пользуясь биномиальным рядом, нетрудно

написать обобщенные лорановы разложения аналитической функции у.

В кольце и; = { О < I Х - Х+ I < rl} имеет место представленне

У = ± [ао + а1 Vx - х+ + О (Х - Х+)],

ао =' VX+ [1 +М2 (1 + е)] + i (1 + е), а1 = ;rglao;
в кольце V'= {0<IX-Хмl<г2 } ·

----
У= jV2MVX.+-itг[t +о (x+-itг)].

± J:;i е-i4 [1 + О (х + ~2)];
в кольце W'= {О<IХI<гз }

У = j+ V2 (1 + е) e'~ [1 + О (Х)],
Vx V l~ E [1 + О (Х)];

в кольце D' = {rз < IХ I< 00 }

,---------~

У = Vx [У 1 + М2 (1 + е) + V р + О (х-')].

Эти результаты хорошо иллюстрируют проведенный выше анализ точек

ветвления рассматриваемой функции у.

Для полного определения четырехзначной функции У необходимо ввести

четырехлистную риманову поверхность комплексной переменной Х, причем

переход с одного листа на другой должен осуществляться при пересечении

линии ветвления или разреза . Риманова поверхность функции <р строится с

использованием свойств, приведенных в леммах 1-4. Для этого, например,

четыре листа плоскости Х разрезаются вдоль отрезков (х+, 2 Vё"1Р - ioo),
(Х_, -2 yelp - гоо }, первые два листа разрезаются также вдоль отрезка
(-iIМ2, -ioo), на третьем и четвертом листах проводятся разрезы вдоль

отрезка (О, -ioo) и соединяются левый (правый) край первого листа с пра

вым (левым) краем четвертого вдоль отрезков (Х±, + 2 },; .ёlр - i (0) . Анало
гичное построение производится со вторым И третьим листами н а тех же раз

резах. На каждом из остальных разрезов (-iIМ2, -ioo), (О, -ioo) соединя

ются также вместе первый и второй, третий и четвертый листы. На построен

ной таким образом поверхности Римана функция у будет уже однозначной.

Перейдем к исследованиюфункции а (Х) = ~ 1(; У (Х). Легко видеть,
что функция а обладает в точках Х = Х± теми же свойствами, что и функция

у, указанными в лемме 1.
Лемма 5. В каждой точке Х = О и Х = _иМ2 функция а (Х) имеет одну

точку ветвления первого порядка и два правильных неразветвленных эле

мента.

Лемма 6. В точке Х = 00 функция а (Х) имеет четыре правильныхнераз

ветвленных элемента.
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Справедливость лемм 5 и 6 вытекает из лемм 2-4 и представления (1).
Знание аналитических свойств функции а (Х) позволяет определить

(конкретизировать) функции ~ и 1.,2' задаваемые представлением (1).
Определение. Однозначную функцию а (Х) на четырехлистной римано

вой пэверхиости, принимающую при Х = iX2 И Х2 -+ 00 на первом листе зна-

чение а (Х) "'" i~ Х2 V 1 + М2 (1 + е) + V р , будем называть функцией
х

i'l (Х), а функцию а (Х), принимающую при этих же условиях значение

а (Х) "'" i ~ х, V 1 + М2 (1 + е) - 1!Р, будем называть функцией 1.,2 (Х)

На рис. 1, 2 показаны первые и вторые (третие и четвертые) листы соот

ветственно функций 1..,1 (Х), 1.,2 (Х) [(1.,2 (Х), ~ (Х)]. Волнистой линией изобра

жены разрезы, соединяющие точки ветвлений. При непрерывном переходе

через разрезы 1, т. е . при переходе с первого (второго) листа на четвертый

(третий), значения функций ~ и 1.,2 переходят одно в другое. При переходе

через разрез 2, т. е. при переходе с первого (третьего) листа на второй (чет

вертый), значение функции ~ (лJ меняет знак.

х,

Х-

2

Рис. 1 Рис. 2

(6)

лежат

На первых листах уфУНКЦИЙ ~ И 1.,2 действительные и мнимые части име

ют выражения, которые согласуются с проведениыми разрезами на рис. 1, 2:

Im Лl . 2 = 2-.·/ ' (VZ± + Х ± Vz + Х2 - VZ± - Х± Vz - Х2) ~1, (5)

где а = '± 1 при %1 ~ О;

Z±=VX;+Y~; z=Vxf+%~;

Х± = Х2 Р + М2 (1 + е)] + 1 + е + V'; J;

У± =%1[1 +M2(l +e)]+V';R;

R = - L-N+ - N_L+; J = L+N+ - L_N_ при Х1 < - 2 Ve/p;

R = L-N+-N_L+; J = L+N+ + ь:н: при 1%11 <2yВlp;
R = L_N++ N_L+; J = L+N+ - L_N_ при %1> 2 Vslр;

ь; = 2-1/. VХ2 ± (')(.2 + -%-); N ± = 2-1/, VХ1 ± (')(.2 + -+) ;

хn'= V (Х2 + -%-)2+[Х1 + г- 1)n 2~8]2 , п = 1, 2.

Отметим, что точки ветвления первого порядка функций ~ и 1.,2
В полуплоскости Ггп х > О при условии

М2 1-8
< (1 + 8)2 •

4* 51



На основе изложенного можно утверждать следующий важный для прак
гики результат.

Теорема. На первом листе римановой поверхности 1т Лц > О в полу

плоскости 1т Х > о независимо от того, выполняется неравенство (6) или нет,

а Re 1.1,2 ~ О при Re х ~ О. .
в случае М = О аналогичное утверждение доказано в работе [ЗJ.Отме

тим, что в работе [] J доказана первая часть теоремы в случае бесконечной

скорости распространения тепла М = О при 1т Х .> 1т Х±.
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ДИНАМИЧЕСИИЕ ТЕРМОНАПРЯЖЕНИЯ В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ,

ВЫЗЫВАЕМЫЕ РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ В СФЕРИЧЕСКОМ ВКЛЮЧЕНИИ

ПЕРИОДИЧЕСКИМИ ИСТОЧНИКАМИ ТЕПЛА

Постановка задачи. Рассмотрим упругое полупространство z > О, отнесен

ное к цилиндрической системе координат г, ер, г (рисунок). На внешней по

верхности полупространства z = О происходит теплообмен с окружающей

средой по закону Ньютона
д!

1. --8 t= О
дг с • (1)

"" .,...

r

г

28

где t -'- температура; Л, Ее - коэффициенты

теплопроводности и теплоотдачи; температуру

внешней среды полагаем равной нулю. Поверх

ность г = О свободна от внешних нагрузок:

агг = атг = О. (2)

В полупространстве .на расстоянии d ОТ
плоской поверхности z = О расположена уп

ругая сферическая оболочка,внутри которой

имеется теплопроводный заполнитель с рав

номерно распределенными источниками тепла

q (1:) = ql ехр (кот), со, ql = сопst, (3)

(1: - время). На контактирующих поверхностях (полупространство - обо

лочка, оболочка - включение) выполняются условия идеального теплового

и механического контактов. При таких условиях и распределении источни

ков тепла (3) термоупругое состояние системы не будет зависетъ от коорпи

наты ер.

Введем сферическую систему координат р, ер, е (см. рисунок). Считаем

материал включения «мягким» (жесткость включения мала по сравнению с

жесткостью полупространства и оболочки). Тогда, используя результаты
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