
Продифференцируем (7) и (8) по переменной t и примем во внимание (9) и

(10), умноженное на р . Тогда получим, что дхд{т: = О и рдх (р . дts) = О.

Если подставить эти результаты соответственно в (11) и (10), то получим, что

(PaJ2s = О И att'" = О. Учитывая условие (12), видим, что все вторые произ

водные от '1: и S равны нулю. Из тождеств (8) и (7) следует, что

2б~дt'т; = ~! + ~~a, (13)

't.a+at~a=O (a,~=I, ... , n-l), (14)

откуда сразу видно, что искомый генератор Х симметрии системы dk[ = О

(l = 1, ... , п - 1) разлагается по генераторам псевдоевклидовой группы

пространства Е и по генератору однородных растяжений X d = Х • дх.

Выполнение соотношения (iii) для генератораX d следует из того, что

Zdk[ = k[ (l = 1, ... , п - 1). При этом используется формула

Zd [(р(1) Л ... л ри»)2 + (р(2) Л ... л ри»)2] =

1-1
=2 ~ т [(р(1) Л ... л ри»)2+ (р(2) Л ... л ри»)2]. (15)

=1

То, что соотношения и) инвариантны относительно растяжений, также

следует из (15).
Если dim Е = 2, то правая часть уравнения (5) равна нулю тождествен

но. В этом случае необходимо использовать непосредственно уравнение (4).
Инфинитезимальные симметрии окажутся тогда генераторами конформной

группы пространства Е.

Рассуждения остаются в силе, если в системе dk1 = ... = dkn_ 1 = О

отбросить все уравнения, кроме первого. Таким образом, инфинитезималь

ные симметрии линий постоянной первой кривизны также натянуты на гене

раторы однородных растяжений (и псевдоевклидовых движений).
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.Площадной задачей со сдвигом в работе [5] названа задача с аналитическим

сдвигом для полуплоскости:

а+ (г) ф+ (г + ~i) - лФ+ (г)= н» (г) (~> О), (l)

где а+ (г), н» (г) - заданные функции, аналитические в верхней полуплос
кости; ф+ (г) - искомая функция, удовлетворяющая соотношению (1).

Задача -(1) - частный случай сложной, более общей задачи

а+ (г) ф+ (а+ (г)) - лФ+ (г) = н» (г) (2)

с произвольным сдвигом а+ (г) верхней полуплоскости на себя. Нам неиз

вестны какие-либо попытки провести исследование задачи (2) при общих

предположениях относительно функции а+ (г) . Что касается задачи (1), то

при значительных ограничениях она рассматривалась в работах [3, 6], а в
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работе [7] ее решения были использованы при исследовании задач математи-
ческой физики. .

В настоящей статье изучен характер разрешимости задачи (1) внекото
ром классе функциональных пространств. В ряде частных случаев найдены

решения этой задачи и показано, как они могут быть использованы при ре

шении обыкновенных дифференциальных уравнений и некоторых интеграль

ных уравнений;

Пусть с;+ (г) - функция, аналитическая в полуплоскости 1m z > "1
И такая, что 1) для некоторого фиксированного комплексного числа а.

lim 0+ (z) = а, 1т z;;;;:' "1;
Izl..... oo .

2) функция ot (г) = 0+ (г) - а принадлежит пространству R+. (Класс

функций R+ вводится аналогично классу Винера R+ [41 и состоит из функ

ций 0+ (г), аналитических в полуплоскости Ггп г > "1 И таких, что

ot (z + "1О Е R+) ·

Обозначим через m.~ (-00, 00) (" > "1 - 00 < а: < 00) двухпара
метрическое семейство пространетв Харди, каждое из пространств которого

состоит из функций F (z), заданных на прямой Ггп z = ", допускающих ана

литическое продолжение на полуплоскость Ггп z > v и таких, что при этом

(

со )'~
~~~ JOQ I(х + yi + i) ГJ. F (х + yi) 12dx < 00.

Рассмотрим оператор

(АР) (х) == о+ (х) F (х + ~i), (3)

ограниченно действующий в каждом H~.ГJ. (-00, (0).
Вопрос о разрешимости задачи (1) в классе функций Юд (-00, (0) та

кой же, как и вопрос о спектре оператора А в пространствеH~.a (-00, 00).
Теорема t. Спектр оператора А в пространстве H~д (-00, (0) состоит

из тех и только тех точек комплексной плоскости, которые принадлежат

множеству

а = {г = r ехр (i arg а), О ~ r ~ Iа [}.

Наметим схему доказательства. Оператор А представим в виде суммы

двух операторов В. Т, где

(ВФ) (г) = (0(+) (г) - а) Ф+ (г + ~i);

(ТФ) (z) = аФ+ (г + ~i) .

Покажем вполне непрерывность оператора Т в пространстве нх; (-00, 00).
Поскольку оператор J: mл -+ Н2 .

(Jф+) (z) = (г + "i + i)ГJ.ф+ (z + "i), Гш z;;;;:' О

устанавливает изометрию пространств H~д и Н2 • то достаточно показать впол

не непрерывность оператора пэ:' в пространстве Н2 (-,-00, 00). С помощью

преобразования Фурье V для JTJ-1 получим представление

(JTг1
Ч') (z) = (0+ (z) -а) чг+ (z + ~i) =

= (v [y~п jg1(t - 5)e-13s (v-1чг+) (5) ds ]) (г), (4)

где gl (t) f L1 (-00, (0); (Vg1) (г) = с;+ (г) - а.
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Из результатов работы [2]и свойства 1)функции 0+ (z) следует, что опе· ·
ратор в правой части (4) вполне непрерывен. Таким образом, Т вполне не-

прерывен в т.а (-00, 00).
Учитывая, как и выше, изоморфизм пространств H~.a (-00, 00) и

Н2 (-00, 00), С помощью преобразованияФурьеустанавливаем,что спектром

оператора В в пространстве т.а (-00, 00) является множество а. Спектр ·
оператора В + Т может отличаться от спектра оператора В не более чем на

счетное число изолированных точек, имеющих предельной точкой нуль

[1]. Такие точки могут быть только собственными значениями оператора

В + Т. Предположение об их существовании, как легко покавать, противо

речит свойству изолированности. Последнее означает, что спектр оператора

В + Т совпадает с а.

Замечание 1. В силу представления оператора А в виде А = В + Т
точки л множества а не являются точками нормальной разрешимости опера

тора А -Л/.

Замечание 2. При I ')" I> а обратный оператор (А - ЛIгl задается схо

дящимся по норме пространства H~.a рядом Неймана

(А - ЛJгl н+) (z) = - ",-lw (z) - ~I '"-k-lf/+ (2 + ~ki) 220 0+ (z + ~mi).
Как показывают примеры, размерность ядра оператора А - ')...,1 при.

')..., Е а зависит от выбора функции О. Характер этой зависимости в общем слу

чае установить не удалось. Рассмотрим далее один частный случай.

Обозначим через R:f подмножество функций 01 (z) из R:f таких, что-

ot (z + v1i) = (Vgl) (z),

где gl (t) - кусочно-непрерывная суммируемая функция, удовлетворяю

щаяусловию Дини при t :;;::,. О, т. е. для любого б > О

о <5

~ gi (! + s) -; gl (! - О) ds < 00. ~ gj (! + s) -; g j (1 + О) ds < 00. (5)

-б о

Последнее означает, что для любой функции из R:f определено обратное
. 1

преобразование Фурье V- .

Теорема 2. Если 0+ (2) =1= О (Im 2 > V1) и ln 0+ (г) Е R":t-, то при л f
а

Е а"-{О} размерность ядра оператора А - ",1 в пространстве ы; равна нулю
в случае

Re '\' = Re 1im (V- l [lп 0+ (г) ]) (t) & _1 ~ + a~
·...+0 а --:: 2

и равна единице в случае

1
Re'\'>2~ + a~.

(6)

(7)

При х = О размерность ядра оператора А всегда равна нулю .

Остановимся на идее доказательства. Рассмотрим однородное уравне

ние

с+ (z)ф+ (2 + ~i) - лФ+ (z) = О (8)

в пространстве т.а (--:-00, 00). Используя преобразование Фурье и привле

кая обобщенные функции, удается получить факторизацию коэффициента

0+ ( , _ а (г + (с - "') tl-vf3-
1
ехр '1'+ (г) (9)z,- -1 ' ,

(г + (с + ~ - "') i)-vf3 ехр qr+ (г + ~i)
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где с - любое положительное число и

чг+ (z) = (v r (V-1

[!n~ J) (t) _ У ехр «v - с) t) ]) (z) с RV .L 1- ехр (- ~t) tlt с +
С учетом этой факторизации уравнение (7) приводится к следующей одно

родной задаче по скачку:

(z + (с + Р - ") i)'I'/J-l ф+ (z + ~i). _ ~(z + (с _ ") i)'I'/J-1 ф+ (z) = О.
ехр чг+ (z + tl/) а ехр чr+ (z)

(10)

В- 1 ф+ (z)
Здесь функция (z + (с - ") i)'I' + Е H~.a-{Re'l')f3-1.

ехр ЧГ (z)

Используя опять преобразование Фурье, устанавливаем, что задача (9)
в пространстве H~.a-(Rev)/J-l имеет только нулевое решение в случае

1 егRe у::::;;; '2 Р + a~ и единственное ненулевое решение Q а (Q =
1

= const) в случае Re у> 2" ~ + аВ· Соответственно уравнение (7) в про-

странстве H~.a имеет либо только нулевое решение, либо единственное

ненулевое

ф+ (z) = Q (..!:-)'-lZi3-1
ехр чr+ (z)

а . (z + (с - v) i)'I'/3-1

Следствие. Если функция 0+ (г) удовлетворяет условию [п O:(Z) Е

L1+ (-00,00) n R+, то ядро опер атора А - л/ при л Е а нулевое в H~.a(-OO,
1

00), а>--:г

Теорема 3. Пусть функция и+ (г) удовлетворяет условиям теоремы 2 и

лЕ а. Тогда неоднородное у равнение

G+ (z) ф+ (z+ Pi) - лФ+ (z) = н: (г) (11)

при любой н» (z) Е т.а (-00, 00) имеет единственное решение

ф+ (з) = - л-1н+ (z) + ехр ч
г
+ И - 1 I Х

(z + (с - v) i)v(3 Jl2л
00 ~

х (' (v r ехр (- tlt) ])' (z _ s) н+ (5) (s + (с - v) i)'I'f3 ds.
J _л (ехр (- tl t) - л/а) ехр ч;+ (5)

- 00

При м е р 1. Рассмотрим уравнение

(а+ л ехр (~t» ч' (t) + y~n Sg (t - s) Ч' (s) ds = h и), t~ О. (12)
(>

где а, л - постоянные; ехр (-v1t) g (t) Е L 1+(-00, 00) и удовлетворяет (5);

ехр (- vt) h (t) Е L2+ (- 00,00); ехр (- vt) чг (t) Е L2+ (- 00, 00).

С помощью преобразования Фурье уравнение (12) сводится к площадной

задаче (11) в пространстве H~.o (-00,00 ). Уравнение (12) при более жестких
ограничениях на g (t) рассматривалось ранее в работе [7].

При м ер 2. Уравнение
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со

О(х) ~ ~ .-- ( )2 ..L [.\2 Ф ('1:) d-r - лФ (х) = Н (х),
те Х-'!: I

-00

- 00 < х < 00, (13)



где G (х) - а Е R+8
, Е > О; Ф (х) , Н (х) Е Н2 (-00 ,00) , с помощью формулы

Пуассона сводится к задаче (11).
При м е р 3. Рассмотрим дифференциальное уравнение

(anrf3t - ЛЬn) ЧJ(n) (t) + (an_lrf3 t - льn-1 ) qJ(n-l) (t) + ...
... + (aor f3t - ЛЬо) qJ (t ) = О ,

qJ (О) = ер' (О) = ... = ep(n- l) (О) = О, аn =i= О, ЬN =i= О, t~ О. (14)

Решение ищем в L2 (О , 00).
С помощью преобразования Фурье уравнение (14) приводится к следую

щей площадной задаче в классе Н2 (-00, 00):

аn (г + ~on + (- i ) аn_ 1 (г + воn-l + ... + (- оn ао
чr (г +~i) - лЧГ (г) = О ,

ЬN (г + ~on + (- i) Ьn_; (г + ~ on-l + ... + (- оn Ьо

Imz ;;?:O . (15)

В частном случае, - когда (- i )kak = ~k (ip)k, (- i )kbk = с;" (iq)k, за
дача (15) имеет вид

( г + (q+~) i. )n чг+ (г + ~i) - лЧГ+ (г) = О. (16)
г + (р + ~) ь

Пусть Р > -В и q > -В, q = р + Вт, т - натур альное. В случае л Е

Е (О, 1] уравнение (16) имеет единственное иенулевое решение

+ Qл-iZ/J- 1
чг (г) = , Q= const.

'[(г + (р + ~) i) (г + (р + 2~) i ) . •• (г + (р + m~) i] n
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Пусть А (х) - неособенная полиномиальн ая n Х л-матрица с элементами

из С [х], которую зап ишем в виде матричного многочлена

А (х) = Аох> + A1x,- 1+ ... + As' (1)
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