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Пусть Т(n)Е обозначает пространство n-скоростей над (псевдо)евклидовым
пространством Е размерности п, Если х1 • • • • • хn суть канонические коорди-

наты в Е. при которых последняя компонента вектор-столбца (~1) ВХОДИТ
ХN .

С положительным знаком в его скалярный квадрат, то пусть х(О) • • • • • х(n)

обозначают естественные коорди(н~~)ы в Т(n)Е, где каждое Х<5) - это стол-

бец высоты п, а х(О) совпадает с ;n . Любой элемент пространства Т(n)Е

можно получить, рассматривая параметрически заданную кривую х (т) клас-

dnx
са СОО в пространстве Е и полагая х(О) = х (О). ...• х(n) = -ц- (О). если

. . d1; . .

О принадлежит интервалу изменения параметра. Пусть теперь открытое

множество и в 'Гn) Е определяется СОВОКУПНОСТЬЮ УСЛОВИИ:

Ilx (l) 11=F О,

Ilx(l) /\ х(2) 11 =F О,

Здесь и

~ X(l) 1\ '" /\ x(n-I) 11 =F О.

(

(5)1)
далее для ' столбцов типа a(S) = .а : •

a(s)n

b(S) =

использована сокращенная запись

(

а(1) b(l) ••• a(l) Ь(l»)

. a(l) 1\ .,. /\ a(l) • b(l) /\ ••• /\ b(l) = det: "

a(l) b(l) • • • а(l) ь(l)

где произведение столбцов a(S) • b(s) понимается в метрике пространства Е

н, как всегда, 11А 11 = VA . А для произвольной матрицы А .
На множестве и рассмотрим функции

К _ Ilx(1) 1\ P)II
1 - 11 х(1) 113 '

11 хЩ Л 1\ x ( 1) 11 . 11 x(I) 1\ .. . 1\ x(l-l) 11

К1 = ~ х(l) Л •.. 1\ х(l) 112 • Ilx(1) ~ (l = 2, ... , n - 1),
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х(n)

K1, •• 0, кn'-I не зависят от параметризации кривой х ('t) и' поэтому опреде­
ляют некоторую совокупность функций k 1 , о •• , kn-I на некотором подмноже­

стве V многообразия контактных элементов порядка п С(n)Е следующим об­
разом. Пусть t, х, р(l), ... , р(n) обозначают естественные координаты в

С(n)Е, где t = г, х = ( x

1

); p(S) = ( p;S)1 )' (s = 1,... , n).

хn-! p(s)n-I

Элемент пространстваС(n)Е можно интерпретироватькак класс эквивалент­

ных элементов пространства Т(n)Е = Т(n)Е '" {х(О), О, ... , О }, если считать
две л-скорости эквивалентными в том случае, когда определяющие их

кривые могут быть получены одна из другой заменой параметра. Естествен­

ные координаты в С(n)Е некоторого класса эквивалентных n-скоростей сов-

падают тогда с координатами в Т(n)Е той л-скорости из упомянутого класса,
для которой х(l )n = 1, а х(2)n = = х(n)n = О . Соотношения, определяю-

щие множество и и функции K1, , Kr,-I на нем, согласованы с указанным

отношением эквивалентности, поэтому для определения множества V в

G(n)E И функций k1 • .. . , kn- I на нем достаточно в этих соотношениях поло­
жить х(l)n = 1, х(2)n = '" = х<n)n = О, x<s)a = p(s)a (s = 1, ... , n; а = 1,...
... , n - 1). Выражение 11 x(l) Л ... Л х(l) 112 преобразуется при этом следую-

щим образом (подстановки о действуют на множестве (l, ... , l }): .

x(l) Л ' " л x(l) • x(l) Л .;. л x(l) = ~ sgn о" X(I ) о x(al) ••• x(l). х(а[) =
а

= 11 р{l) Л .. . л p(l) 112 +" р(2) Л ' " л p(l) 112,

Здесь произведение столбцов p(S) • p(S) понимается в метрике гиперплоскости

х(n) = О пространства Е, индуцированной метрикой пространства Е. Таким

. образом , функции k1• .. . , kn- I задаются выражениями

V (р(l) /\ р(2»)2 + р(2)2
k1 = -'---"--::-;::~=========,.;--

V(p(I)2+ 1)3

V (р(l) л . . . л p(l+I»)2 + (р(2) /\ . . . л p(!+I»)2 х

х 1/ (р(l) /\ .. . /\ p(l-I»)2+ (р(2) /\ ' .. /\ р(! 1»)2
k[ = ~~;;:=~-:7=~====='==#.======~==~==;:;;:=­V p(l) 2 + 1 V (р{l) /\ '" /\ p(l»)2+ (р (2 ) /\ .. ~ /\ ри»)2

(l = 2, ... , n -1 )

и определены на множестве V с с(n) Е, заданном соотношениями

p(l)2 + 1 =1= О, (p(l) Л ... л p(l»)2 + (р(2) Л Л p(l» 2=1= О (ч

(l = 2, . .. , n).

Для дальнейшего сузим У, положив l = 2, ... , n + 1.
Винтовые линии и только они являются интегральными линиями клас-

са сn+
1
системы внешних дифференциальных уравнений dk[ = О (l = 1, ...

, о." n - 1), определенных на множестве V. Нас интересуют, таким образом,

инфинитезимальные симметрии этой системы IЗ].
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Если Х обозначает генератор некогорой однопараметрическойгруппы

преобразований пространства Е и Х = хд, + sax ' то генератор Z продол­

женной группы, действующей в пространстве С<n)Е, задается форму­
лами [l]

п

Z = о;дt + sax + ~ л(S)др(S),
s=1

л(S) = _ D SqJ+ p(s+I)o; (8 = 1, ... , n),

где qJ = p(I),; - S, а D(S) обозначает 8-Ю степень оператора полного'диффе­
ренцирования D:

D д (I)a »» (s+l)a
= t + Р х + Р p(l) + ... .+ р p(S) + ...

Пусть 01' ... , 0 n обозначают контактные формы на пространстве С<n)Е:

9
s

= dp(S-I) - p(S)dt.

Тогда Z будет инфинитезимальной симметрией системы dk1 = О, ... , dkn_ 1 =
= о в том и только в том случае, если везде на V выполнено следующее усло­

вие [3]:
п-I n

Zdk1 = ~ h1тdkт + ~ 11s8s (l = 1, . . . , n-1),
т=1 =1

(Ш)

где h1т И 'ls обозначают некоторые непрерывные на V функции, а запись Zro
означает операцию взятия производной Ли от внешней дифференциальной

формы (j) по направлению поля Z.
Пусть W(t), W(~), W(S) обозначают соответственно строки из коэффициен­

тов, стоящих при дифференциалахdt, ах», dp(s)a (8 = 1, "0' n) в выражении

(j) = W(t)dt+ w(x)adxa + Wщаdр(1)а + ... + w(n)adp(n)a

~я произвольной 1-формы со . Пусть, кроме того, используются обозначения :

р = р(1), q = р(2), Г = р(З). Тогда условие (Ш) при l = 1 следующим обра­

зом распадается на тождества в переменных t, х, р, "0' р(п), получающиесяпри­

равниванием выражений, которые включают дифференциалы одинаковых

переменных:

(Zdk1)(t) = h11dkl(t) + h12dk2(t) + ... + h1n-1dkn-l(t) - l11р -

- 112q - l1зг - '" -:- l l пр(П) ,

(Zdk1)(x) = h11dk1(x) + h12dk2(x) + '" + h1n-1dkn-l(x) + 111'

(Zdk))(p) = h11dk1(p) + h12dk2(P ) + + hln_ldkn_J(p) + 112'

(Zdk1)(q) = h11dk1(q) + ~2dk2(q) + + h1n-1dkn-l(q) + 113'

О h12dk 2(r) + + h1n- Jdkn- 1(r) + 114'

о hln-2dkn-2(n-l) + hl n-ldkn-I(n-l) + l 1 п ,

О , = hln-Idkn-l(n) .

ИЗ последних п + 1 тождества можно найти функции 111' ... , l 1n И подставить

в первое, которое тогда примет вид

(Zdk1)(t) = h11 [dk1(t) + pdk1(x) + qdk1(p) + rdk1(q)] + '"
... + h1n -:-2[dk"-2(t) + pdkn-2(x) + qdkn-2(p) + rdkn_ 2(q) + .'..

... + p\n)dkn_2(II_ l ) ] - р (Zdk1){x) - q (Zdk1)(p) - г (Zdk))(q).
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Пусть г = И. Уравнение (1) можно умножить на величину

+ р") (а . г) и 13 полученном выражении использовать (3). Тогда

(1 + р2) (а . г) (Zdk1)(t) + (l + р2) (а • г) р (Zdk1)(x) +
+ (1 + р2) (а· г) q (Zdk1)(p)+ 3 (а · q) (р . q) г (Zdk1)(q) = О. (4)

Поскольку теперь уже единичный вектор r совершенно произвольный , можно

приравнять к нулю коэффициент при нем . Умножая полученное выражение

внешним образом на столбец а, приходим к уравнению

а f\ (Zdk 1/
q)

= О, (5)

где (Zdk1)(Q) обозначает столб ец, полученный из строки (Zdk1)(Q) поднятием
индекса с помощью рассматриваемой метрики. Производную Ли Zdk 1 под­

считать просто, и уравнение (5) приведется к следующему:

а /\ Z [- (р . q) (а · dp) - 2 (а . q) (р . dp) + (l + р2) (а · dq)](q)] = О,

которое с использованием формулы (и) * поля Z примет вид

. ~

(l + р2) а /\ Za - 2 (1 + p2)(at + рдх) а f\ до (а . <р)-

- (1 + р2) а f\ д ; (а . <р) = О,

где звездочкой обозначено поднятие индекса в строке дх или др . Оператор др

во втором слагаемом не должен действовать на столбец а, и оно преобразо-

" ~
вывается дальше: а /\ др (а . <р) = а /\ ат = О. Тогда исходное уравнение

О) приобретает окончательный вид

а f\ Za-a /\ д; (а . <р) = О.

Уравнение (6) должно выполняться тождественно по переменным р и q и

приводит К следующим условиям: .

а; + atS = j, О,

р2д/ь - рдх (р . 6) = О,

auS = О,

рди' - 2ptЭxats = О, .

2р (рдх) at• - (рдх )2 S= О,

(рдх) 2 . = О.

Тождество это можно рассматривать на подмногообразии в V, определяемом
требованием, чтобы коэффициенты при функциях hll , .. . , hl n- 2 обращались

в нуль. Тогда для определения поля Z остается уравнение

(Zdk1) (t \ + Р (Zdk 1 ) (x ) + q (Zdk 1)(p) + г (Zdk1)(Q) = О,

В котором переменные р, q, г связаны условием

qdk1(p)+ rdk\( q) = О . (2)

Легко подсчитать внешний дифференциал dk 1 • Если ввести обозначение

а = (р2 + 1) q - Р (р . q) и для всякого столбца, Ь под символом db понимать

столбец, составленный из дифференциалов компонент столбца Ь, тогда для

dk 1 получим следующее выражение:

dk = a·[-(р·q)dр-2q(р.dр)+(I+р2)dq]

1 . (1 + р2) ·/' (а .q)'/, .

Условие (2) перепишется следующим образом:

(1 + р2) (а . г) = 3 (а . q) (р . q).
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Продифференцируем (7) и (8) по переменной t и примем во внимание (9) и

(10), умноженное на р . Тогда получим, что дхд{т: = О и рдх (р . дts) = О.

Если подставить эти результаты соответственно в (11) и (10), то получим, что

(PaJ2s = О И att'" = О. Учитывая условие (12), видим, что все вторые произ­

водные от '1: и S равны нулю. Из тождеств (8) и (7) следует, что

2б~дt'т; = ~! + ~~a, (13)

't.a+at~a=O (a,~=I, ... , n-l), (14)

откуда сразу видно, что искомый генератор Х симметрии системы dk[ = О

(l = 1, ... , п - 1) разлагается по генераторам псевдоевклидовой группы

пространства Е и по генератору однородных растяжений X d = Х • дх.

Выполнение соотношения (iii) для генератораX d следует из того, что

Zdk[ = k[ (l = 1, ... , п - 1). При этом используется формула

Zd [(р(1) Л ... л ри»)2 + (р(2) Л ... л ри»)2] =

1-1
=2 ~ т [(р(1) Л ... л ри»)2+ (р(2) Л ... л ри»)2]. (15)

=1

То, что соотношения и) инвариантны относительно растяжений, также

следует из (15).
Если dim Е = 2, то правая часть уравнения (5) равна нулю тождествен­

но. В этом случае необходимо использовать непосредственно уравнение (4).
Инфинитезимальные симметрии окажутся тогда генераторами конформной

группы пространства Е.

Рассуждения остаются в силе, если в системе dk1 = ... = dkn_l = О

отбросить все уравнения, кроме первого. Таким образом, инфинитезималь­

ные симметрии линий постоянной первой кривизны также натянуты на гене­

раторы однородных растяжений (и псевдоевклидовых движений).
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.Площадной задачей со сдвигом в работе [5] названа задача с аналитическим

сдвигом для полуплоскости:

а+ (г) ф+ (г + ~i) - лФ+ (г)= н» (г) (~> О), (l)

где а+ (г), н» (г) - заданные функции, аналитические в верхней полуплос­
кости; ф+ (г) - искомая функция, удовлетворяющая соотношению (1).

Задача -(1) - частный случай сложной, более общей задачи

а+ (г) ф+ (а+ (г)) - лФ+ (г) = н» (г) (2)

с произвольным сдвигом а+ (г) верхней полуплоскости на себя. Нам неиз­

вестны какие-либо попытки провести исследование задачи (2) при общих

предположениях относительно функции а+ (г) . Что касается задачи (1), то

при значительных ограничениях она рассматривалась в работах [3, 6], а в
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