
л

то в силу теоремы 3 существуют гил ьбертово пространство S) , и Е

f В (D (М), ~), 0/ Е В (Н, S) такие, что

R (И) = R (И - 0/) = §, z (И) :::) D (Мо) , D (Т*) = Z (И - Ч').

Отсюда и из леммы о тройке следует, что W1 - Ф2 = С (И - ЧГ) , где С Е

Е В (4), .~Ы ; Z (С) = { О}. Тепер ь уже ясно , что (14) имеет место .

. Замечание 2. Условия R (W1 - Фl) = 5)1' R (W1 --. Ф2) = 5)2 выпол­
няются, например, тогда, когда операторы .Ф ; , i = 1, 2 являются компакт­

ными [2] или достаточно малыми по норме.
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Для установления равномерной сходимости функциональных рядов су­

щественное з начение имеют мажорантные ряды. Аналогичная задача о по­

строении мажорант, но в виде ветвящихся цепных дробей , возникает и при :

исследовании сходимости ветвящихся цепных дробей. В этой связи дадим

некоторые определен ия.

Определение 1. Ветвящаяся цепная дробь

со н, с, . I
do+ ~ .I I~i2 'k (l) .

k= 1 ;,,= ] l,l, 1"

С комплексными элементами называется максимаитой (минимантой) ветвя­

щейся цепной дроби
N

Ьо (х) + 2: ~
k= 1 ;k= 1

С комплексноэначными элементами-функциями, заданными внекоторой

ласти D , если для п роизвольного индекса n справедливо соотношение

(2)

об-

где Pn/Qn, Cn/Dn - n- е подходящие дроби ветвящихся цепных дробей (2)
и (1) соответственно.

Определение 2. Ветвящаяся цепная дробь (1) называется мажорантой

(минорантой) ветвящейся цепной дроби (2), если при тех же предположени-
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ях существует такой помер s и положительная константа М, что для произ­

вольных натуральных п и т (n > s, т > s) справедливо соотношение

I~-~ I ~M I ~-~I (I~-~ I ~ M I~ -~ I ) ·Qn , Qm Dn Dm Qn Qm Dn Dm

Предложение. Если мажораига (1) ветвящейся цепной дроби (2) сходится,
то дробь (2) равномерно сходится в области D .
- При построении мажорант возникает необходимость производить не-

которые оценки частей дроби (2), экви валентные построению максимант,
хотя из сходимости последних еще не следует сходимость дроби (2).

Теорема 1. Пусть хи,...,~ (ik -:- 1, N ; k = 1, 2, ...) - комплексные пе-
-- ~

ременные gl,i , ...'ь : gl,I" " ik (ik = 1, N ; k = 1, 2, ...), go - действительные

константы , та кие, что

или

~ л

O ~gi,I, ... Ik < 1, O ~gl,I, ... Ik < 1, O~go< 1

л

»< е. : ... lk ~ l , O<gi,I, ... i k ~ l , O<go~l.

(3)

(4)

(5)

Тогда

а) ветвяща яся цепная дробь

л I ~X; ~N (l -g' l l)g'l ·Х·· . I_ go . " , ... k ' " ... 'k ','.... 'k
V - -1-1- +..o,.j. I 1

.k= J ',,= 1

равномерно сходится для I XI,I, ...t
k

I~ 1/N (ik = 1, N; k = 1, 2, ... ), если

~ ~ л

min gl,t, ... 'k = тах gi,i , ... '1,_ 1 (k = 1, 2, ... ; gio = go); (6)
1,,i, ... .. lk i,.I,.....ik_ !

б) значение дроби (5) и ее подходящих дробей при выполнении условий

(3) и (6) принадлежит кругу

где

Iz I~ 1 - 1/s, (7)

00

s = ] + ~ ql q2 .. . qp (8)
~ (l-ql) (1- q2) .. . (1- qp)
р= )

И qk = min gi,i,...lk, причем значение бесконечной дроби (5) v равно 1 - 1/s,
I,.l,.....' ь

когда

gl,t, ... .k = gl,I, ... tk_ 1= qk' Xl,l, ... ' ь = -lIN (ik = 1, N; k = 1, 2, . ..);

в) значен ие дроби (5) и ее подходящих дробей принадлежит области

Iz - (2 -ь.:' I~ (1 - ql) (2 - qlг
1,

(9)

если выполняются условия (4), (6).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Испол ьзуя формулу разности подходящих

дробей [2], нетрудно пока эать , что обычная цепная дробь

ч, 1 q2 (1 - ql) I qэ (l - q2) 1 (1О)
-1-1-- I 1 I 1

является мажорантой ветвящейся цепной дроби (5). Справедливость

утверждений а) - в) следует из справедливости аналогичных утверждений

для дроби (10) [3].
Теорема 2. Пусть XI,i,...lk и, = ГН; k = 1, 2, ... ) - комплексные

переменные, gi,i....'» (ik = 1, N; ~ = 2, 3, ... ), gl,I, ...ik (ik =~; k = 1,
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л

:2, ... ) - действительные константы такие, что о:::;;; gl,1
1
... lk < 1, о:::;;; gl,I ....lk < .

< 1. Тогда

а) ветвящаяся цепная дробь

I 1

N л со N

= _1_1 + ~ gl ,X1, 1 + ~ ~
v 1I . ~ I 1 ~ ~

',=1 k=2 'k=1

- сходится равномерно для I Xl 11•... l k I :::;;; 1IN (ik = 1, N; k = 1, 2,
. р яд (8) сходится, где

...), если

(13)

qp=,?ax g l .11 ... ,p= .min gl, I' '' ' 'p+1 (Р= 1,2, .. .); (12)
( ••'2. ····'0 l , .l 2•. · . . l tJ+ 1

б) значение дроби (11) и ее подходящих дробей принадлежит кругу 12 1:::;;; '
::::;;; S, где s определяется по формуле (8).

Д о к а з а т е л ь с т в о. для произвольного индекса i] иl --:- 1, N)
. ра ссмотрим ветвящуюся цепную дробь

v л

00 J (l '- g/ ) gt . . Х · / . I+~ .~ I .1, .., ' ,~ 1.', ... 'k ' " ... 'k

"=2 ',,=1

.Для нее выполняются условия теоремы 1, поэтому дробь (13) равномерно

сходится для всех IXI,I,.,.,,,1:::;;; l lN (ik = 1, N : k = 2, ...) и ее множество

значений содержится в круге (7). Если предположить теперь, что I хс, I :::;;;
~ 1IN и ряд (8) сходится, то отсюда следует, что дробь (11) равномерносхо­

. ДИТСЯ и ее множество значен ии содержится в круге I 2 I :::;;; s.

Теорема 3. Если 0< gl,12...l k < lи" = 1, N ; k = 2,3, ., .), о < gC,C, ...i" <
.< 1 (ik = 1. N; k = 1. 2, .,.) и ряд (8) расходится, то ветвящаяся цепная

.дробь (11) сходится для всех I XI, i 1 .. .I" 1:::;;; 1IN (ik = 1, N; k = 1,2, ..,) при .

условии , что существует такой номер Р, дЛЯ которого выполняется по край­

. ней мере одно из условий

1) XI,I, ... l
p

=1= -1IN п р и неколтором наборе индексов i], i 2 , ... , i p ;

2) не все gi,I,...l
p
или не все Ю, I•. .,р равны между собой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При введении обозначений

g. Х ·

-"-'-' = у' (i = 1 N)q] 1-1 1 ' ,

(15)

(ik = 1, N; k = 2, 3, . ..)

-ветвяшаяся цепная дробь (11) за пиш ется в виде

N со N ] ) I
_ ] I . ~ Q1Yi, 1 ~ ~ qk ( - Qk-I Yi,i, ... 1k

2 - -1-1- + ..6..1 I 1 +~ ~ -,-1-----.,-1----"---
;, =1 k=? i k=1

"Гак как все IYi,l в-э-i
k
I :::;;; 1/N, то согласно теореме 1 дроби

00 N 1
_ ~ ~ ~ Qk ( - qk-I) Yl.l • ... lk I

21, - [ 1 + ""'" ~ 'I----;I~--"'------
. ,,=2 'k= 1

- сходятся . Если докажем, что из расходимости (11) следует выполнение ра­

венств YI,I . . ..'» = -1IN (ip = 1, N; Р= 1, 2, ... ), то тем самым убедимся в

справедливости теоремы 3. Так как ряд (8) расходится, то согласно утверж­

дению б) теоремы 1 имеем I 21 1:::;;; 1 и, = 1, N). Поэтому

:I .~ ZI,YI.I:::;;; 1. израсходимост~ дроби (11) заключаем, что ~ 21,Yt, =
' . = 1 1.-1
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: = -~, но I 2i, 1:::;;;; 1 и IYi, 1:::;;;; l/N иl=1, N). Следовательно, I ч. 1= 1,
, !Yi, I = l/N и Yi,2i, = -l/N дЛЯ произвольногаиндекса i1 (il = 1, N) . Если
. же I Zl, I = 1, то из утверждения в) теоремы 1 следует, что Zi, = 1, и по-

этому Yl, = -l/N (il= 1, N). Пусть

ql
N

1+ (1 - ql) ] zl,l.Yl,i.
[.= ]

q2

(1 - q2) qЗУl,i,l,

1+ '.

(18)

(16)

(17)

откуда

N

то 1 + (1 - ql) ~ 2i,i.YI,I, = Ql'
[.=]

Так как 21, = lиl = 1, N),
N

:Е 2i,I.Yi,i. = -1. Повторяя предыдущие рассуждения, убеждаемся в том,
i,= ]

что 2i, l, = -1, чч, = -l/N дЛЯ произвольнога набора индексов i 1 , i 2 (ik -.:.

= I,N;k= 1,2, ...)ит.д.

Следствие. Если O:::;;;;gi,i,...ik < 1 (ik . 1, N; k= 2,3, ...), о:::;;;; gC,i•...lk<
< 1 (ik = 1, N; k= 1,2, ...) или 0< gi,I•...,k :::;;;; 1 (ik = 1, N; k = 2, 3, ...),

О < it,l а-е- ik:::;;;; 1 (ik = 1, N; k = 1, 2, ... ), то ветвящаяся цепная дробь (11)
сходится равномерно для I Xl, I :::;;;; r < I/N (il = 1, N),IXi,i , . . . ' '' /:::;;;; чн и" =
= 1, N; 1\:=2,3).

Теорема 4. Ветвящаяся цепная дробь

00 N

ьо + ] ] I ь . 1 I
k=] i

k
= ] , , С• .. . lk

С комплексными элементами bl,i,,,.i
k

сходится, если выполня~тся условия

1 1 1
-A--+~:::;;;;tг'

f'2k-l f' 2k

где~k = min I bi,I....lkl; N - число веток ветвления дроби (16).
i,. l, .....l k

Д о К а з а т е л ь с т во. Ветвящуюся цепную дробь (16), используя

эквивалентные преобразования [1], приводим к виду

00 N С I
ЬО +~] I I,;.~ .. ik ,

k=1 lk=]
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(~2k~2k+lгl ::::;;; (~2H2 - 1)(N~2k~2k+2гl = (P2k+1 - 1) (Nр2kР2k+lг
l ==

_= н:' (1 - q2k) q2k+I.

Теорема 5. Ветвящаяся цепная дробь

00 N а I
~ +~ ~ I l,\..ik (19)

k=1 'k=l

с комплексными частными числителями ai,I•...i
k
сходится, если для произ­

вольного натурального n

(20)

где ak = ~ax. I a l, i • .••l k 1; N - число веток ветвления дроби (19).
'-l l 2'···" k

Доказательство теоремы основано на такой лемме.

Лемма [3]. Пусть С1, С2, Сз , о •• - неотрицательные числа такие, что для
n

произвольного натурального п справедливо неравенство ~ Ср < 1. Тогда
р=1

существуют числа qp (О ::::;;; qp < 1; Р = 1, 2, .. .) такие, что

Сl = ql' Со = (1 - qo-I) Ч» (Р = 2, 3, . о .).

Используя перавенство (20) и утверждение леммы, заключаем, что су­

ществуют неотрицагельные числа ql' q2' qз, .. , (о::::;;; qk < 1; k = 1, 2, .. о)

такие, что Na1 = ql' Na2 = (1 - ql) q2' о", Nak = (1 - qk-l) qk (k = 2,
3, .. .). Поэтому си, = qlxi"al,i•. ..' k = (1 - q/l-I) qkXi,I•...lk' где 1 хи•...ik 1 ::::;;; l/N.
Если для некоторого натуральногор ар = О, то отсюда следует, что qp = О

и дробь (19)' сходится согласно теореме 2. Если же ар =1= О (р ---, 1, ~, ... ),
то, положив

(n = О, 1, 2, о' .), (21)

получим

(1 - qn) qn+l = ( ~ Nap) (1 - ~ Na) = N (ар+ 1 + ~ ар) Х
р=n+l О=n+2 ,) р=n+2

Х (1 - N ~ ар) = Na n+! + (N ~ ар) (1 -.:.... N f ар) >
р=n+2 р=n+2 о=n+1

~ Nan+! > N Iai,i• ... l n+11
для произвольного набора индексов i1, i2, о •• , in+l. Из (21) следует, что

о::::;;; qo < 1, 0< qp < 1 (р = 1, 2, ... ), и поэтому щ,i•. ..ik = (1 - qk-l) Х

х qkXi,i•...lk (ik = 1, N; k =1, 2, ....), где I Xi, I ::::;;; lIN; I Xt,l ....ikl< l/N (ik =

= 1, N; k = 2, 3, .. .). Если qo = О, то ветвящаяся цепная дробь (19)
сходится согласно теореме 2 или теореме 3, если же qo > О, то сходимость

дроби (19) следует из сходимости дроби (5) согласно теореме 1.
Отметим, что теоремы 1-5 являются обобщением известных признаков

сходимости обыч_ных цепных дробей, в частности, теорема 1 - признака

сходимости Скотта - Уолла, теорема 2 - признака сходимости Ван Флека,

теорема 4 - признака сходимости Прингсхейма, теорема 5 --:- признака

сходимо сти Коха [3].
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Пусть Т(n)Е обозначает пространство n-скоростей над (псевдо)евклидовым
пространством Е размерности п, Если х1 • • • • • хn суть канонические коорди-

наты в Е. при которых последняя компонента вектор-столбца (~1) ВХОДИТ
ХN .

С положительным знаком в его скалярный квадрат, то пусть х(О) • • • • • х(n)

обозначают естественные коорди(н~~)ы в Т(n)Е, где каждое Х<5) - это стол-

бец высоты п, а х(О) совпадает с ;n . Любой элемент пространства Т(n)Е

можно получить, рассматривая параметрически заданную кривую х (т) клас-

dnx
са СОО в пространстве Е и полагая х(О) = х (О). ...• х(n) = -ц- (О). если

. . d1; . .

О принадлежит интервалу изменения параметра. Пусть теперь открытое

множество и в 'Гn) Е определяется СОВОКУПНОСТЬЮ УСЛОВИИ:

Ilx (l) 11=F О,

Ilx(l) /\ х(2) 11 =F О,

Здесь и

~ X(l) 1\ '" /\ x(n-I) 11 =F О.

(

(5)1)
далее для ' столбцов типа a(S) = .а : •

a(s)n

b(S) =

использована сокращенная запись

(

а(1) b(l) ••• a(l) Ь(l»)

. a(l) 1\ .,. /\ a(l) • b(l) /\ ••• /\ b(l) = det: "

a(l) b(l) • • • а(l) ь(l)

где произведение столбцов a(S) • b(s) понимается в метрике пространства Е

н, как всегда, 11А 11 = VA . А для произвольной матрицы А .
На множестве и рассмотрим функции

К _ Ilx(1) 1\ P)II
1 - 11 х(1) 113 '

11 хЩ Л 1\ x ( 1) 11 . 11 x(I) 1\ .. . 1\ x(l-l) 11

К1 = ~ х(l) Л •.. 1\ х(l) 112 • Ilx(1) ~ (l = 2, ... , n - 1),

3*
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