
i ряет следующим начальным условиям:

K~l (х, х) = О, i = О, 2n - 2; K~n-tl (х, х) = - 1.

Рассмотрим теперь неоднородное уравнение, левой частью которого­

является квазидифференциальное выражение (1):

l (у) = у[2n] = t (х), (8)

. а функция f (х) интегрируема на промежутке [а, Ь]. Тогда частное решение­

уравнения (8), удовлетворяющее начальным условиям

yliJ(xo) = о, i = О, 2n - 1, ХоЕ [а, Ь],

. :олрецеляется формулой

..
у (Х) = ~ К* (х. а) t (a)da, (9,

где К.* (х, а) = К (а , х) - решение уравнения (3) с начальными условиями.

к;и] (а, а) = О, t = О, 2n - 2, K;[2n-'J (а, а) = - 1.

Для доказательства достаточно к левой и правой частям формулы (9) при­

яенитъ операцию l ( ).
Отметим, что установленное выше фундаментальное свойство функции

К (х, а) позволяет разработать качественно новые методы построения общих

решений кваэицифференциальных уравнении и исследования соответствую­

щих краевых задач. На ссновании этого можно развивать, в частности? из­

вестные методы изучения статического и динамического поведения сложных

упругих систем [2, 3, 5, 91.
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О НЕКОТОРЫХ ВОЗМУЩЕНИЯХ ЛИНЕйНЫХ ОПЕРАТОРОВ

С ИЗМЕНЕНИЕМ ИХ 'ОБЛАСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Все операторы, рассматриваемые в этой статье, предполагаются' линейными
и действующими в комплексных гильбертоных пространствах. При этом

применяются следующие обозначения; D (Т), R (Т), z (Т) - соответствен­

но область определения, область значений и многообразие нулей оператора

Т; ('·1' )1" 11· 11 т - скалярное произведение и норма графика Т, а ЕВ т ,
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8т - символы ортогональной суммы и ортогонального .z.-~ = ~ ,-зения от­

носительно этого произведения; T[D - сужение Т на мвожестъе О: ~ (H 1 , '

Н2) - множество линейных, замкнутых, плотно заданных операторов H 1 -+
-+ Н2 ;

fJ3 (H1 , Н2) = {Т Е ~ (H 1 , Hz): D(T) = H1 } ;

(f, (Н, Н) = (f, (Н), . fJ3 (Н, Н) = fJ3 (Н);

Т* - оператор, сопряженный к Т,

Пусть Н - комплексное гильбертово пространство со скалярным про-

изведением (-1-) и с нормой 11 . 11,

L, LoE(f,(H), Loc.L. (1)

Положим М = L;, МО = [ *, ~o = D (L) eL D (Lo), {МО = D (М) е
е D (Мо) и обозначим через Го (~o) ортопроектор из D' (L) (D (М)) на

~o ({мо), При этом имеется в виду ортогональность относительно скалярного

произведени я ('1' k « -1- )м), превращающег о D (L) (D (М)) в гильбертово

пространство. Отметим, что М, МО Е (§: (Н) и МО с. М.

В настоящей работе установлен ряд резул ьтатов, аналогичных полу­

-енным в работе [5] для случая, когда dirn ~o < 00 . Здесь рассмотрен и

оп и сан определенный класс возмущений некоторых сужений оператора L.
Абстрактная формула Грина.

Лемма 1. L I~o является унитарным относительно скалярных произве­

дений ( -1- k и (-1- )м отображением из ~o на {МО, обратным которому является

-М I®о·
В частности,

D (М) = D (МО) ЕВм Lf)o' . (2)
Это утверждение доказано в работе 15].

Определение 1. Пусть ~ - гильбертоно пространство, а W Е fJ3 (D (L);
~). Пара (~, W) называется краевой (или граничной) для (L, L o), если Z (W) =
= D (L o) , R (W) = S). Элементы этой пары назовем соответственно крае­

вым пространством и ОСНОВНЫМ краевым оператором.

Лемма 2. Для всех L , Lo, удовлетворяющих условиям (1), краевая пара

" "
существует и единственна в следующем смысле: если ' (f) . W) и (s), \\7) -

краевые пары для (L, Lo) , то существует такое Е t fJ3 (S) . S), что Е- 1 Е

t fJ3 (,f" &)) и W= EW.
1т о к а з а т е л ь с т в о. Пара (s)o, Го) является краевой ' для (L, Lo).

Единственность следует из определения 1 и леммы о трой ке [3].
Теорема 1. Пусть (~ , г) и «М,~) - произвольные краевые пары для

(L, Lo) и (М, Мо) соответственно . Существует единственное В Е fJ3 «М, s))
такое, что з:' t fJЗ (&), ®) и дл я всех у Е D (L), г Е D (М)

(Ly 1 г) - (у I Мг) = (ГУI B~г)$), (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если (S), Г) = (&)0' го), (®,~) = (®о, ~o), то

согласно лемме 1 (3) имеет место при В = -М I®о. В общем случае согласно

лемме 2 Го ' ЕГ, ь; = нь; где Е Е 5.3 (&), &)0), F Е fJ3 «М , (мо), поэтому (3)
выполн яется при В = -Е*М I®oF. .

Следствие 1. Если (.5), W) - краевая пара для (L, Lo) , (м - гильберто­

во простпанство, 1 t fJ3 «М, &)), г] ( 53 (,'9 , ®), то СУЩEjствует единствен­
ное и;:: fJ3 (D (М), (М) такое, что (®, и) - г р а ничная пара дЛЯ (М, Мо) и для

всех у Е D (L), г Е D (М)

(Ly I г) - (у IМг) = (Wy IЮг)$) . (4)

для доказательства достаточно применитъ теорему 1 при Г = W.
Следствие 2. Пусть S)1' ~z - гильбертовы пространства , .~ = .\)1 ЕВ JJz,

® = .\)2 ЕВ -Р.1' (.\), W) - граничная пара дЛЯ (L, L o). Существует единст-

венное ,'&7 Е fJ3 (D (М), (М) такое, что (Q), W) я вляется граничной парой для
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01 , Мо) и для всех у f D (L ), г r D (lИ)

~ -
(Ly Iг) - (у I-M z) = (WlУ IW2z)s:" - (W2y IW,Z),б. ,

rде

(5)

- - -
Wy = (W1y, W2y), у Е D (L); Wz = (W1z, W2z).

zE D (M ); W1(y), W2zE&)1; W2(y), 13;7 1г E ~2'

Справедливость этого утверждения вытекает из следствия 1 при 1 =

= 10' где 10 (h2 , h1) = (h1 , -h2) , hi Е S)i' i = 1, 2.
Каждое из соотношений (3) - (5) будем называть абстрактной формулой

Грина. Установим некоторые соотношения между операторами , стоящими в

правых частях этих формул. для этого условимся о следующем обозначении .

Пусть D - одно из пространств D (L) ил и D (М) , G - произвольное гиль­

бертово пространство, W F fJ3 (D , G). Через 13;7' обозначим оператор, сопря­
женный к W. Если, кроме того , существует оператор, соп ряженный к W,
рассматриваемому как отображение Н -4- G. то последний будет обозначать­

ся через W* таким образом:

(Y IW*/1)=(WY l h)o=(y jW'h)D, н с о, YE D .

Теорема 2. Пусть (S), W) и (@, И) -- граничные пары соответственно

для (L, Lo) и (М, Мо) , 1 Е в (@, S), гl l= В (S), @).
Следующие утверждения эквивалентны:

а) для всех у Е D (L ), г Е D (М) имеет место (4);
б) W' IUI@o = -М I @о ; в) ULW' = г

l

;

г) U*I * WI S)o = LI&)o; д) l'J,7MU' = -(l '' Г ' .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Ясно, что достаточно показать эквивалент­

ность утверждений а) - в). Итак, пусть имеет место а) . Тогда имеет место

н б) , так как в этом случае (у IW' lUz)L = (Wy I l UIZ.f) = (Ly 1г) - (у IМг) .
= (у 1- M zJL при у Е D (L), Z Е @о' Если же известно , что имеет место б),

ТО, применя я лемму 1, находим, что (UI@ог'г
l
(W'Г ' = L I &)0' откуда

следует в) . Наконец , пусть выполняется в). Применяя лемму 1, убеждаемся ,

что выполняется и б) . Поэтому для всех у Е S)O, г Е ®о (Ly Iг) - (у I Мг) =
= - (у IM Z)L = (у IW' l Uz)L = (Wy 11Uz).f). .

Если же у Е D (L o) или г Е D (М о) , то обе стороны равенства (4) обра ­

щаются в нуль. Теорема доказана .

Следствие 3 . Пусть (S), W), (@, W), 10те же, что и в следстви и 2. Следу­

ющие утверждения эквивалентны : а) для всех у Е D (L) , г Е D (М) имеет

место (5); б) W' lo WI®o = -МI®о ; в) W1LW; = О, WILW~= --/.f)"W2LW; =

= 1.f)1 ' W2LW~ = О; г) Wl~ WI&)o = L/s)o; д) W1MW; = О , W1MW; = .:- l,б l '

W2M W; = 1.f)"W2MW; = О.
для доказательства достаточно применить теорему 2 п ри s) = '~1 EfЭ

ЕВ S)2, ® = 5)2 ЕВ .fJl. 1 = 10'
Отметим , что в случае , когда L ---:- М, а Lo имеет равные дефектные чис­

ла, понятие граничной пары фактически испол ьзовалось многими авторами

(см., например , работы [1, 4, 6]).
Гладкие сужения и почти ограниченные возмущения .

Определение 2. Сужение Lоператора L называется гладким (относитель­

но (L, Lo», есл и 'L Е Q: (н) и D (L *) с D (М).
Определение 3. Оператор V Е= fJ3 (D (L ) , Н) назовем почти ограничен­

ным (относительно (L, Lo», если VID (L o) имеет расш ирение, при надлеж а-

щее 53 (Н). .
В настоящем пун кте исходя из понятия краевой пары дано описа ние

почти ограниченных возмущений гладких сужений L оператора л., удовле-
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творяюших условию

D (i*) -11 . 11м -замкнута, (6)

(7)

которое автоматически выполняется в случае конечномерного -\'0' При этом

применяются следующие утверждения:

Лемма 3. Пусть G - гильбертово пространство и V Е;В tD (L), О).

Следующие услови я э кви валентны :

а) VID (L o) является Н -,-';- G огран иченным;

б) LR (V') с D (М);

в) существуют такие Va F fВ (D (L), О), У1 Е 53 (Н, О), что Z (Vo) ~ D (L o);
V = Vo + V1 •

Следствие 4. В условиях леммы 3

LR (V;) с D (МО ) , y~ = - ML1oLV'.

Перейдем к изложению основных результатов.

Теорема 3. Пусть ю - краевое пространство дЛЯ (L, [о) и Т = L + V.
л ,

где L - гладкое сужение L, удовлетворяющее условию (6), а V почти

ограничен. Существуют ортогональное разложение Ь = .\)1 ffi .\)2 И операторы

Wi t fВ (D «: -X>i)' Фi t УЗ (Н, ,pi), i = 1, 2 , V Е" fВ (Н)· такие, что (,р,
W1 + W2) является граничной парой для (L, Lo),

R (W J -Фl) = R (W\) = ~1'

D (Т) = 1У Е" D (L) : W1y = Ф1У}'

ТУ = [у + Ф;W2у + Vy, у i? D (Т). (8)

n Q к а з а т е л ь с Т В о. Пусть А = D (L) 8L D (1,), В = D (1 *) ем

8м D (МО) , М 1 = М ID (L *), L1 = M~ . Отметим, что Lo с [ 1 С ь,
МО с М1 С М, ь; М1 Е" ~ (Н).

Применяя лемму 1, получаем

D (М1) = D (и) = D (Мо) ЕВ "., [А= D (МО) ЕВм В, (9)
L*

D(L)=D(L1) EВLMB. (10)

Обозначим через РА соответственно Рмн, 11 . ilL- ортопроектор из D (L)
на А соответственно МВ, и рассмотрим оператор F = -МL1 оLРА . Негрудно

показатъ, что F ; fВ (D (L), 5)0)' Это следует из (9), унитарности L IА и М IВ
в соответствующих пространствах (см . лемму 1), а также из эквивалентнос­

ти норм 11· 11м, и 11· 11&. Последнее вытекает из (6). Кроме того, непосред-
л

ственная проверка показывает, что Z (Р) = D (L), R (Р) = МВ. Таким об-

разом, Р, а значит, и Е' [61 нормально разрешимы, поэтому LR (Р') = LA с
с D (М). Применяя лемму 3, убеждаемся , что F = ро - Р1 , где Z (РО) ~

~ D (Lo); Р1 Е" УЗ (Н, 5)0)' Так как в силу следствия 4 p~ = -ML10LF', то

R (P~) = МВ, Z (P~) = 5)0 8L МВ, а значит,

Z (РО ) = D (L) eL МВ = D (L 1) , R (ро ) = МВ. (11)
".,

Отсюда и из леммы о тройке следует существование оператора Фе-

Е .13 ( Н , ~o) такого, что D (Т) = D (L ) = Z (Рмв - ф), R (Рмв - Ф) =
= R (Рмв) = :\1В . .

Пусть Е - некоторый (существ ующий в силу леммы 2) унитарный опе­

ратор !Р о --+ .р . для доказательства теоремы достаточно положить ~1 =
= ЕМВ, -Р2 = S)е !Q ], Е[ = Е[МВ. Е2 = E[S)o е МВ. W1 = E1PMB, W2 =

r I л л

= Е2 (го - Рмв), Ф, = Е]Ф, Ф2 = (1/nE2 )*, V = vоф + V1 , где V =
= Vo + V1 , Z (уо) ~ D (L o), У1 Е В (Н) (см. лемму 3).
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(12)

(13)T*z = Mz + Ф~W2Z + V*z, z E D (М),

Замечание 1. В условиях доказанной теоремы D (L1 ) = Z (W j ) . поэтому

Lможно интерпретировать как возмущение оператора L 1• изменяющее. од­
нако, не закон L его действия, а оператор краевых условий W1 , т . е . область

I

определения.

Имеет место и утверждение, обратное теореме 3. Его доказательству

предпошлем ряд вспомогательных факторов.

Лемма 4. Пусть 5)1 - гильбертово пространство , W1 6 53 (D (L), ~1)'
R (W1) = ~1' Z (W1) плотно в Н, Ф] г- 53 (Н, S)1) и R (W 1 - Ф1) замкнуто в

~1 ' Тогда R (W1 - Ф1) = S)1 и Z Of\ - Фl) плотно в Н.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что для некоторого h \= .\)1

Н для всех у Е D(L) «W1 - Ф, )у Ih),r" = О. Тогда для всех у ~ z (W1 ) (а

следовательно, для всех у f D (L)) (Ф,у/h),r" --:- О. Поэтому (W 1y Ih):f>, =
= о при у Е D (L), откуда следует справедливость первого утверждения.

Для доказательства второго предположим, что при искотором f Е н
, н при всех у Е Z (W1 - Ф,) (у I f) = О. Пусть D = (у Е D (L), W]y-

- Ф1У 6 R (Ф1))' l [у]= (ц! {) , у F D . Ясно, что D -11' I! • замкнуто .
далее, так как Z (W, - Ф,) с Z (l) с D,TO, применяя еще раз лемму о

тройке, убеждаемся в существовании l Е 5)1 такого, что (у If) = « W] ­
- Фl) у I е),5" у Е D. Отсюда, рассуждая так же, как при доказательстве

первого утверждения леммы, делаем вывод, что при всех у ~ D (W1y!е),5 , =

= О, а следовательно (так как W1D = R (Фl))' (<1\у Ie),r" = О. Таким об­

разом, (у 1f) = о при у Е D. Но D :::> Z (W1) , поэтому f = О . Лемма до­

казана.

Лемма 5. Если ~i' Wi , Фi, { = 1,2, V такие, как в теореме З, а оператор

Т с пределяется соотношениями (7) - (8), то

а D (Т) = D и. ID (Т)) плотно в Н;

б D «L \ D (Т)*) с D (М), D (Т*) с D (М);

в ' D (!*) . {z Е D (М): W1z = Ф2Z}'

где W1 , W 2 определяются (однозначно) по W1 , W 2 из следствия 2.
доказательство с учетом изложенных выше результатов может быть

проведено по схеме, предложенной в работе [5] для случая, когда ~o конеч­

номерно.

Теорема 4. В условия х леммы 5 Т является почти ограниченным воз-
л

мущением гладкого сужения L оператора L (относительно (L, Lo)) , удовле­

творяющего условию (6) , а Т* является почти ограниченным возмущением
. л

гладкого сужения М оператора М (относительно (М, Мо) ) такого, что

D (1\1: *) - ~ . I/L-эамкнуто, тогда и только тогда, когда

R (W1 - Ф2) = {)2' (14)

Кроме того, из (14) следует, что Т с ~ (н).

д о к а з а т е л ь с т в о. Применяя лемму 5 для случая, когда V = О,

Ф2 = О, видим, что D «L ID (Т))*) = Z (W1) . Так Ka~ Z (W1 ) -11' Ilм·зам­
кнуто в D (М), то первое утверждение имеет место. Далее, если (14) имеет

место, то, применяя изложенные выше результаты к Т*, убеждаемся, что

этот оператор удовлетворяет необходимым требованиям и что Т* * = Т, т. е.

Т Е ~ (Н). . '
Наконец, если известно, что оператор , определяемый соотношениями

(12)- (13), является почти ограниченным возмущением гладкого сужения

М оператора М (относительно (М. Мо)) такого , что D (М*) -11 ·IIL-замкнуто
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то в силу теоремы 3 существуют гил ьбертово пространство S) , и Е

f В (D (М), ~), 0/ Е В (Н, S) такие, что

R (И) = R (И - 0/) = §, z (И) :::) D (МО) , D (Т*) = Z (И - Ч').

Отсюда и из леммы о тройке следует, что W1 - Ф2 = С (И - ЧГ) , где С Е

Е В (4), .~Ы ; Z (С) = { О}. Тепер ь уже ясно , что (14) имеет место .

. Замечание 2. Условия R (W1 - Фl) = 5)1' R (W1 --. Ф2) = 5)2 выпол­
няются, например, тогда, когда операторы .Ф ; , i = 1, 2 являются компакт­

ными [2] или достаточно малыми по норме.
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Для установления равномерной сходимости функциональных рядов су­

щественное з начение имеют мажорантные ряды. Аналогичная задача о по­

строении мажорант, но в виде ветвящихся цепных дробей , возникает и при :

исследовании сходимости ветвящихся цепных дробей. В этой связи дадим

некоторые определен ия.

Определение 1. Ветвящаяся цепная дробь

со н, с, . I
do+ ~ .I I~i2 'k (l) .

k= 1 ;,,= ] l,l, 1"

С комплексными элементами называется максимаитой (минимантой) ветвя­

щейся цепной дроби
N

Ьо (х) + 2: ~
k= 1 ;k= 1

С комплексноэначными элементами-функциями, заданными внекоторой

ласти D , если для п роизвольного индекса n справедливо соотношение

(2)

об-

где Pn/Qn, Cn/Dn - n- е подходящие дроби ветвящихся цепных дробей (2)
и (1) соответственно.

Определение 2. Ветвящаяся цепная дробь (1) называется мажорантой

(минорантой) ветвящейся цепной дроби (2), если при тех же предположени-
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