
б=

следующей оценкой в точке Xn+2:

y~ - у;:Ъ

15

Если 15 < гп, где е - необходимая точность в конце интервала интегрирова

ния , то шаг увеличивается в два раза, а если б> еп, то производим перевы

числения с уменьшенным в два раза шагом.
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О ФУНДАМЕНТАЛЬНОМ СВОйСТВЕ Функции ВЛИЯНИЯ

КВАЗИДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

В работе установлено, что общее решение квазидифференциального ура в

нения порядка 2n можно построить с помощью соответствующей функции

влияния и ее последовательных квазипроизводных по параметру . Для обык

новенны х дифференциальных уравнений указанное свойство функции ЕЛИ-

.яни я установлено в работе [6]; некоторым его применениям посвящены ра

боты [4, 7].
Рассмотрим самосопряженное дифференциальное выражение

1(у) = (- 1)П (Роу( n » ) ( п ) + (- 1)П-l (PIy(n-I ) (n-l ) + ... + РпУ , (1)

где функции ро
l

(х), ... , Рn-I (х), Р" (х) интегрируемы на некотором конеч
ном промежутке [а, Ы. Квазипроиэводными функции у (х), соответствующи

ми дифференциальному выражению (1), называются функции y[l] (х) , . ..
••• , у[ 2n] (х), которые оп ределяются формулами [1; 8]

Y
[k ] _ dky k 1 n 1 у[n] = Р d ny
-d;«' = , -, 0dJ("

d(n- k ) а
[n+ k] _ _ _ ( [n-1-k-I])

у - Pk dxn-k у dx у .

с дифференциальным выражением (1) можно связать соответствующее од

нородное квазидифференuиальное уравнение

l (у) = О, (3)

причем l (у) имеет смысл для данной функции у (х), если все квазипроизвод

ные ее до (2n - 1)-го порядка включительно существуют и являются аб

солютно непрерывными на промежутке [а, bJ функциями.

для уравнения (3) имеет место теорема существования и единствен

ности задачи Коши [8].
Аналогично, как и для обыкновенного дифференциального уравнени я,

рассмотрим функцию К (х, а), исходя из фундаментальной системы решений
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Yl (х), ... , Y2n (х) уравнения (3) и ее квазипроиаводных:

2n
К (х, а) = ~ Yk (х) zk(a),

"=1
где

(4)

(7)

г,. (а) = (_ 1)2n+k W [УI (а). '" • Yk-l (а), Yk+1 (а), •• , , Y2n (а)] (5)
w [УI (а), У2 (а), . . . , У2n (а)]

а W [У1' У2' • • • , У2n] - соответствующий определитель Вронского.
Отметим, что правая часть (4) представляет собой не что иное, как раз-.

ложение определителя порядка 2n по элементам У1 (х), . . . , У2п (х) послед

ней строчки, причем г1 (а) , .. . , г2п (а) - соответствующие алгебраические

дополнения. Известно [1), что г1 (а), ... , г2п (а) - также фундаментальная

система решений уравнения (3) как фун кций переменной а . .
Покажем, что функция (4) удовлетворяет таким начальным условиям :

KrJ (а, а) = О, i = О ; 2n - 2. K~2n-l! (а, а) = 1. (6)

действительно, продифференцировав выражен ие (4) последовательно n раз

и положив х = а, получим n + 1 соответствующих условий (6). далее, для

1~ i ~ n - 1, используя формулы (2), (5), получаем .

K[n+ IJ(х ) = .K(n- i)( ) _ _d_ (кLП+L-'] ( ).) =
х , а Р, х х, а d.x х х, а

2n

= РI 2: y~n-i) (х) г,. (а) - ~ :х (уkП+L- 1 j (х») г,. (а) =
k=1 "=1

211 2n

= :2: rPiy 'l,n-II (х) - . :Х (y~n+i-1 ] (х)Jг,. (а) = ~ y~,+I] (х) г,. (а).
" = 1 "=I

Полагая здесь х = а, убеждаемся в верности остальных условий (6).
Основное свойство функции Коши (функции влияния) квазидифферен

циального уравнения (3) аналогично, как и для обыкновенного дифферен

циального уравнения [6), выражает такая теорема.

Теорема. Функция К (х, а) и ее последовательные кваэипроиэводные

по параметру а до (2n - 1)-го порядка включительно образуют фундамен

тальную систему решений кваэидифференциального уравнения (3).
для доказательства теоремы достаточно убедиться в том, что имеют

место следующие соотношения:

2п . j О, i + j < п - 1,
~ y~] (х) г~1 (х) = 1, i + i = п - 1, О ~ j ~ n - 1,
k=1 _ 1, i + j = п - 1, n~ j ~ 2n - 1.

Справедливость этих соотношений легко проверить, следуя работе' [10]
и используя формулы (2) вместо обыкновенного дифференцирования. При

этом за исходные данные берем равенства

2п

~ y~] (х) г,. (Х) = О, i = О, 2n - 2:
,,= \

2п

\-, 2п-I J 1'-- У" (х) г" (х) = ,
"=1

которые непосредственно следуют из формул (4), (6).Теперь из соотношен ий

(4) и (7) следует, что соответствующий определитель Вронского в точке

(произвольной) х = а интервала [а, bJ всегда равен единице:

[1] [211-1] _ .w [К (х, а), Ка (х , а), . . . ,Ка (х, а)} \ х=а - 1.

Следствие 1. Функция К (х, а) .и ее последовательные квазипроиэвод

ные по х до (2n - l)-го порядка включительно образуют фундаментальную

систему . решений уравнения (3) с измененным аргументом а вместо х.

Следствие 2. Решение К (х; : а) уравнения (3) по аргументу а удовлетво-
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i ряет следующим начальным условиям:

K~l (х, х) = О, i = О, 2n - 2; K~n-tl (х, х) = - 1.

Рассмотрим теперь неоднородное уравнение, левой частью которого

является квазидифференциальное выражение (1):

l (у) = у[2n] = t (х), (8)

. а функция f (х) интегрируема на промежутке [а, Ь]. Тогда частное решение

уравнения (8), удовлетворяющее начальным условиям

yliJ(xo) = о, i = О, 2n - 1, ХоЕ [а, Ь],

. :олрецеляется формулой

..
у (Х) = ~ К* (х. а) t (a)da, (9,

где К.* (х, а) = К (а , х) - решение уравнения (3) с начальными условиями.

к;и] (а, а) = О, t = О, 2n - 2, K;[2n-'J (а, а) = - 1.

Для доказательства достаточно к левой и правой частям формулы (9) при

яенитъ операцию l ( ).
Отметим, что установленное выше фундаментальное свойство функции

К (х, а) позволяет разработать качественно новые методы построения общих

решений кваэицифференциальных уравнении и исследования соответствую

щих краевых задач. На ссновании этого можно развивать, в частности? из

вестные методы изучения статического и динамического поведения сложных

упругих систем [2, 3, 5, 91.
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В. Э. Лянце, О. Г. Сторож

О НЕКОТОРЫХ ВОЗМУЩЕНИЯХ ЛИНЕйНЫХ ОПЕРАТОРОВ

С ИЗМЕНЕНИЕМ ИХ 'ОБЛАСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Все операторы, рассматриваемые в этой статье, предполагаются' линейными
и действующими в комплексных гильбертоных пространствах. При этом

применяются следующие обозначения; D (Т), R (Т), z (Т) - соответствен

но область определения, область значений и многообразие нулей оператора

Т; ('·1' )1" 11· 11 т - скалярное произведение и норма графика Т, а ЕВ т ,
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