
Теорема. Пусть выполняются условия 1), 2). Тогда решение задачи

(1), (2) допускает асимптотическое разложение (3), когда k = 2, где Ui (х, ()
определяются из формул (4), функции пограничного слоя П, (х, т) ЯВЛЯЮТСЯ

решениями задач (5); если k > 2, решение задачи (1), (2) допускает асимпто

тическое разложение (б), где Ui (х, t) определяются из формул (7), функции
пограничного слоя П, (х , т) И Qi (х, 1}) являются решениями соответ ственно

задач (10) и (11). Остаточный член Рн (х, t, В) при достаточно малых в> О

имеет оценку (14).
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ЯВНЫй А-УСТОЙЧИВЫЙ МЕТОД ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА ТОЧНОСТИ

ЧИСЛЕННОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

(2)

Многие задачи современной науки и техники приводят к необходимости ре

шать жесткие системы дифференциальных уравнений. Задача Коши

y'=f(x,y), у(а)=уо, х Е[а,Ь] (1)

называется жесткой [5] в пекотором интервале 1 с [а, Ы , если для х Е 1

1) Re (Лi) < О, i = 1, 2, .. , , S

2) S (х) = шах Re (- л,)/ min Re (-ч // 1,
1=1, .. .• 5 1= 1. ....

где Лi - собственные значения df/dy, в которые подставлено решение у (х)

в точке х.

Эффективное управление процессами и системами основано на исполь

зовании адекватных математическихмоделей объектов. Учет большого чис

ла факторов при построении таких моделей неизбежно приводит к жестким

дифференциальнымсистемам. К решению таких задач приводят также про

блемы построения математических моделей физико-химических, биологи

ческих и экономических процессов, задачи многомерной оптимизации, ки

нетики, электроники, пропессов переноса и т . д.

Основной проблемой, которая возникает при попытке получить числен

ное приближение к решению у (х) жесткой задачи, является проблема чис

ленной устойчивости.Чтобы обеспечить абсолютнуюустойчивостьчисленного

и
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решения системы уравнений (1), необходимо использовать такой шаг '

h, при котором каждое из (комплексных) значен ий hi = hЛi (i = 1, 2, ...
..., s), где Лi - собственные значения df/dy, лежало бы внутри области устой

чивости. Таким образом, для методов с ограниченной областью устойчивос

ти длина шага лимитируется порядком величины, наименьшей временной

постоянной системы. В ' этом случае более целесообразно использовать

А-устойчивые методы. (Численный метод называется А-устойчивым [4),
если его область абсолютной устойчивости включает всю полуплоскость

Re(hл) < О.)

В настоящей работе предложен явный А-устойчивый метод типа Рунге

Купа , который согласован с задачей (1) с порядком 4. Если вектор-функция

f (х, у) непрерывна по Липшицу, то любой метод Рунге - Купа, согласован

ный с задачей (1) с порядком р > 1, является сходящимся [1].
Поскольку предлагаемый метод покомпонентно переносится на случай

системы обыкновенных дифференциальных у равнений , то для простоты за

писей будем рассматривать одно дифференциальное уравнение

у' = f (х, у), У (а) = Уа (1')

с достаточно гладкой функцией f.
Решение задачи (1') ищем в виде цепной дроби [2]

0001 oo1hl oo2hl оозh ' (3)
Уn+l = -11---1-1- - '-11- - 11-oo4h '

где

(4)
I

УnУn

( 1 'ш (1 ")2)
Уn ТУnУn- туп

0>з = I ( 1 " I ' )

Уn 2"" УnУn - (уn)2 .

{"( ( ")2) "'( ), Уn 1 I Ш Уn Уn 1 ' ''' 1 , ..
н; -2- 6 УnУ" - 2 . + -6- тУnУn -ТУпУП +

lV ( )}Уn 1 · I 2+ 24 "'2 УnYn - (Уn)

{ { (

I )2}1 • 1, .. ч;

2"" !lnYn - <Уn)2} 6 УnУn - -2-

(02 = - - - -;-- -

Положим

lV

У;4 = ~з (c1k1 + c;k 2 + сзkз + c4k4 ) . (5)

Здесь

k1 = f (х", у,,); k2 = f (х" + аЛ н; + ~21hkl);

kз = f (х, + аЛ Уn + ~Зlhkl + ~З2hk2);

k4 = f (х; + a4h, Уn + ~41hkI + ~42hk2 + ~4зhkз) . (6)

Допустим, что численное и точное решения задачи Коши (1') совпадают

в точке Хn ' Разложим оба решения в ряд Тейлора по степеням h и приравня

ем коэффициенты при соответствующих производных В обоих рядах. Метод во

да (3) - (6) будет согласован с задачей (1') с порядком р, если оба ряда Тейлы

ра совпадают до р-го члена разложения включительно. При этом на парамет- ,
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ры метода накладываются условия согласованности . В результате с уче

том обеспечения свойства А-устойчивости получим следующую систему

уравнений:

. 2 2 2 1
Ь2а2 + Ьзаз = О, (02+ Ь2 + С2) а2 + (Ьз + Сз) аз + с4оа4 = 3 '

с2а2 + сзаз + с4оа4о , О,

1
С1 + С2 + СЗ + С4 = О, ЬЗ~З2а2 =т '

СЗ~З2а2 + С4 (~42a2 + ~4заз) = О,

~ з з 1
(02+ Ь2 + С2) а2 + (Ьз + Сз) аз + с4а4 = 4""" '

2 2 2 I
(Ьз + Сз) а2~З2 + С4 (~42a2 + ~4заз) = --т2 '

I 1
(Ьз + Сз) а2~З2аз + с4а4 Ф42а2 + ~4заз) = 8' С4~4З~З2а2= 9т ' (7)

причем а2 = ~21' аз = ~З1 + ~З2' а4 = ~401 + ~402 + ~4S'
Выбрав в качестве свободных параметров а2 И аз, положив при этом

а4 = 1, получим

Ь1 = 1 - 2а2 Ь _ 2~ - 1. Ь _ 1 - 2а2
3Ct2Ctз • 2 - 3Ct

2
(Ctз - (Х2) , з - 3Ctз (Ctз _~) ,

Ctз [3 (1 + 2Ct2Ctз) - 4 (а2 + Ctз ) ] - (l - 2(2) (3 - 4Ctз )

С1 = 12Ct2Ctз (1 - Ctз)

(1 _. (Х2) (1- 2(2) (3 - 4etз) - .(Ctз -~) [3 (1 + 2Ct2Ctз) - 4(~+ Ctз)]
С2 = 12а2 (1 - (Х2) (1 - Ctз) (Ctз - (Х2)

(2а2 - 1) (3 - 4Ctз) с = 3 (l + 2Ct2Ctз) - 4 (а2 + Ctз)

сз = 12Ctз (Ct з - (Х2) (1 - Ctз) '4 12 (1 - (2) (l - CtзJ

~ _ 2а2Ctз (1 - 2(2)· - Ctз (Ctз - (Х2) ~ _ Ctз (Ctз - (Х2)
31 - 2а2 (1 - 2(

2
) '32 - 2а2 (1 - -2(

2
) ,

~ _ 2 (J - Ctз) (1- (Х2 ) (2Ctз - 1) - (1 - (Х2) (Ctз - (Х2 )

42 - 2а2 (Ctз - (Х2) [3 (l + 2Ct2Ctз) - 4 (а2 + Ctз) ] ,

~43 = (1 - Ctз) (1-~) (1 - 2(2)

Ctз (Ctз - (Х2) [3 (1 + 2Ct2Ctз ) - 4 (а2 + <Хз ) ] ,

~41 = а4 - ~42 - ~4оЗ' (8)
I

В случае, если а2 = аз =""2 и а4 = 1, имеем однопараметрическое семей-

ство формул

01 = - 1, 02 = 1,

Ь1 = О, Ь (2 + 1 Ьз = 12+ 1
2 = - 3( 3(

1 1 - t 1 1
С1 . 6' С2 = -3-(-, сз = - 3Г' С4о = 6 '

1 1 1 1
~21 = 2"' ~З1 = 2 - 2t' ~З2 = 2г '

~41 = О, ~42 = 1 - t, ~4оз = t. (9)
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Если положить t = 1, то

а1 = - 1, а2 = 1, Ь 1 = О.
2 2

Ь2 = - """3 ' Ьз = """3 '

1 j

~21= 2' ~зl = О, РЗ2 = ""2'

~41=0, ~42=0, ~4~=1.

Ошибка вследствие отбрасывания членов будет равна

т = Eh5 + О (h6) ,

где

(10)

(11)

Е = (±d,~Ji \ (' i: CPi)-1 :
;=! / ;=1

г, = 1;40 [P1D4f + p2DfD2f" + рн!,РЗf + p4DfqD2f + P5fZD2f +
+ Р6! 1/11 (Df) 2+ Р7! I/DfDf1/ + PBf~Df];

dz = dз = d4 = 1;

Рl = 5а2 + 5аз - 1Оа2аз - 3; Р2 = 6 (5аз - 3);

Рз = 4 (3 + 10а2аз ) - 5а? - 5аз ; Р4 = 6 (5а2 - 2); Р5 = 6 (2 - 5(2) ;

- 3{12 Б[ 01з(01з-012) + (1 -(12) (3-4аз)2 ' J}'
Р6 - - (1 - аз) (1 - 2(12) , (1 - аз) ( 601201з ~ 4012 - 4аз + 3) ., '

Р7 = 12 (2 - Баз), РВ = 12; 'Фl = f (D2f + fIIDf) - (Df)2;

1J12 = - f (DЗf + fqD2f+ f~Df + 3Df + Dfу)2;

'Фз = 2Df (D2f + fyDf) (DЗf + fyD2f + f;Df+ 3Df + Dfу);

\Р4 = - (D2t + f IIDf)З; СРl = 'Фl;

СР2 = -/~ [f (DЗf + fuD2f + f~Df + 3Df + Df,,) - (D2f - fцDf) Df];

ерз = h2 [Df (DЗf+ f ll D
2 f + f~Df + 3Df + Df11) - (D2f - f"Df)2J;

, Df=fx+ft,,; D2f=fxx+ 2ffxy+f2fyy;

DЗf = {ххх + Зffхху + 3f2fxyy + fЗfууу;

D4f = tхххх + 4ftххху + 5f2fххуц + 4fЗfхуу!! + f4fуууу.

Параметры а2 и аз необходимо доопределить. Их можно было бы вы

брать так, чтобы проще производить вычисления или чтобы ошибки округ

ления и требования к накоплению информации были минимизированы. Од

нако при современных ЭВМ важно выбрать эти параметры исходя из того,

чтобы ошибка вследствие отбрасывания членов высших порядков была

минимальной. Практически оптимальными , оказались формулы при

а2 = 0,35 и аз = 0,45, хотя если 0,3 < а2 < аз < 0,7. 1'0 ошибка вслед

ствие отбрасывания членов высших порядков не больше чем в два раза наи

меньшего значения.

Оператор перехода метода (3) - (6) имеет вид

I ++ kl! +~ ('),h)'

R (лh) = Re (л) < О, (12)
1- --.!... лh + _1_ t'лh)2

2 12

т. е. метод А-устойчивый [31 . Для эффективного использования метода не

обходима стратегия изменения шага интегрирования. Возможны варианты '
, h М '
такой стратегии, при которой вычисляется Уn И Уn С шагами h и 2h, с по-
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б=

следующей оценкой в точке Xn+2:

y~ - у;:Ъ

15

Если 15 < гп, где е - необходимая точность в конце интервала интегрирова

ния , то шаг увеличивается в два раза, а если б> еп, то производим перевы

числения с уменьшенным в два раза шагом.
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О ФУНДАМЕНТАЛЬНОМ СВОйСТВЕ Функции ВЛИЯНИЯ

КВАЗИДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

В работе установлено, что общее решение квазидифференциального ура в

нения порядка 2n можно построить с помощью соответствующей функции

влияния и ее последовательных квазипроизводных по параметру . Для обык

новенны х дифференциальных уравнений указанное свойство функции ЕЛИ-

.яни я установлено в работе [6]; некоторым его применениям посвящены ра

боты [4, 7].
Рассмотрим самосопряженное дифференциальное выражение

1(у) = (- 1)П (Роу( n » ) ( п ) + (- 1)П-l (PIy(n-I ) (n-l )+ ... + РпУ , (1)

где функции ро
l

(х), ... , Рn-I (Х), Р" (х) интегрируемы на некотором конеч
ном промежутке [а, Ы. Квазипроиэводными функции у (х), соответствующи

ми дифференциальному выражению (1), называются функции y[l] (х) , . ..
••• , у[ 2n] (х), которые оп ределяются формулами [1; 8]

Y
[k ] _ dky k 1 n 1 у[n] = Р d ny
-d;«' = , -, 0dJ("

d(n- k ) а
[n+ k] _ _ _ ( [n-1-k-I])

у - Pk dxn-k у dx у .

с дифференциальным выражением (1) можно связать соответствующее од

нородное квазидифференuиальное уравнение

l (у) = О, (3)

причем l (у) имеет смысл для данной функции у (х), если все квазипроизвод

ные ее до (2n - 1)-го порядка включительно существуют и являются аб

солютно непрерывными на промежутке [а, bJ функциями.

для уравнения (3) имеет место теорема существования и единствен

ности задачи Коши [8].
Аналогично, как и для обыкновенного дифференциального уравнени я,

рассмотрим функцию К (х, а), исходя из фундаментальной системы решений
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