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СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОЕ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЕ

УРАВНЕНИЕ

(2)

Многие задачи механики, физики и других прикладных дисцвпдвв право­

ДЯТ К необходимости изучения уравнений в частных производвыл с ыалым

параметром при старших производных [2, 4, 8, 9].
Рассмотрим следующую задачу:

(
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где 8 > О - малый параметр; k ~ 2 - натуральное число.

Предположим, что выполняются условия:
ппп

1) ац (х, t) = ан (х, t), 'V ~ SJ~ ~ aii (х, t) S,Sj ~!.t ~ SZ, "> О,
'=1 Ц=1 . '=1

а (х, t) > 8> О в Vт, Ь (х, t) ~ 8 > О в Vт;

2) все входящие в выражения (1), (2) функции имеют достаточное коли­

-чество непрерывных производных в VT И эти производные ограничены в VT •

Отметим, что в предположениях 1), 2) задача Коши для гиперболическо­

го уравнения (1) однозначно разрешима [6].
Цель настоящей работы - построение асимптотического разложения

по степеням малого параметра В до некоторого порядка N решения задачи

(1), (2) с использованием метода пограничного слоя [3]. в двухмерном слу­

чае для более общего уравнения задача Коши рассмотрена в работе [11],
.а случай ОТСУТСТВИЯ 8 пр-и первойлроиэводной исследован в работе [10].
При исследовании задачи (1), (2) следует различать два качественно отлич­

ных случая k = 2 и k > 2. В данной статье получена формальная асимпто­

тика для этих случаев и доказана асимптотическая корректность получен­

ных раэложений.

Решение задачи (1), (2) в случае k = 2 ищем в виде

N N
~ с: ~

и (х, (, 8) = "" 8 и, (х, t) + "" в'П, (х, Т) + RN (х, t, 8),
i=O /=0

(4)

и, (х, t) = - ь (;, t) [а (х,
- n

- д2Ui_2 ~
t)Щ_l +~- ~ ац(х,

Ц=1

(i ~ 2).

-Функции и, (х, () (i = О, ... , N) определяются рекуррентно и не удовле­

·творяют ни одному ИЗ условий (2).

где T~ t/8 - регуляриаующее преобразование; функции и, (х, t), П, (Х,Т),
RN (х, t, В) определены ниже.

N

Регулярная часть асимптотики и = ~ е/и, (х, t) определяется стан-
i=O

.дартным способом:

- ( t) = f (х, t) - (t) а (х, t) - ( t)
ио х, Ь (х, t)' и1 х, = - ь (х, t) иО х, ,

lF.



N

Обыкновенные пограничные ФУН~ИН п (Х ; Т, В) = L еЛ1l (х, Т) служат
i=O

для того, чтобы вместе с и (х, t, В) удои; ТВО з итъ условиям (2). Они опре­

~lЯЮТСЯ с помощью уравнения

д2П дП дП
--a:rг + а (х, О) a:r + Ь (х, О) П = [а (х, О) - а(х, B'r)] ----а:! +

n
~ д2П+ [Ь (х, О) - Ь (х, ВТ)] П + в2 ~ а., (х, ВТ)~

i,j=l Х, Х/

~ начальных услови й

П(х, О, ·в)=ер(х)-и(х, О, В), дП(Ха..О, 8) =В['Ф(Х)- aU(Xat O, 8)].

Отсюда получаем задачи для нахождения П, (х, Т) (i = О, ... , N):
д2П, эп,
~ + а (х, О) ----а:т:- + Ь (х , О) П, = п, (х, т);

П ( О) _ () дП, (х, О) _ .1, ( )
,х, - ер; х, а.. - 'У! Х, (5)

где еро (х) = ер (х) - ио (х, О); ер, (х) = - и, (х, О) (i = 1, .. . , N); 'Фо (х) = О;

дUo (х , О). ди'_1 (Х, О)
1Pl (х) = 'Ф (х) - дt ' 1Р, (х) = - дt (i = 2, ... , N); п, (х, Т)

легко выписать в явном виде; они зависят от П, (х, Т) (j < i) и их производ­

ных: П, (х, Т) (i = О, ... , N) находятся рекуррентно из формул (5), при этом

легко показать методом математической индукции, что П-функции имеют

погранслойный характер [3].
Решение задачи (1), (2) в случае k> 2 строим в виде

N N N

и (х, t, В) = L В'Иi (х, t) + L вlПl (х, Т) + Bk
-

2 L BlQi (х, 1])+ RN (х, t, В),
1.=0 {=о {=О (6

где т = t/B; 11 = t/ /!}-I - регуляризующие преобразования; входящие в

выражение (6) функции определяются ниже.
N

Регулярная часть асимптотики u(x,t, В) = L вiи, (х, t) определяется
{=О

стандартным методом теории возмущений:

- r (х, () - 1
ио (х, t) = !iТX:t)' и, (х, t) = - ь (х, () Х

[
ди'_1 a2Ui_ t< '" a2ui_k ]

Х а (х, t) -д-t- + at2 - '~! а,; (х, t) aXiaX; (i = 1, ... , N) . (7)

Здесь и далее для сокращения записи считаем, что функция с отрипатель­

ным индексом тождественно равна нулю. Функции и, (х, t) (i = О, ... , N)
определяются рекуррентно из формул (7) и не удовлетворяют ни одному из

условий (2).
, N

Обыкновенные пограничные функции П (х, Т, В) == L е/П, (х, Т) И
1=0

N

Q (х, 11, В) = Bk-2 L BiQi (х, 11) служат для того, чтобы в сумме с u(х, t, В)
{=о

удовлетворить условиям (2). Аналогичная асимптотика с использованием

двух типов пограничныхфункций Б окрестности t = О строилась в работе
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(9)
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и (6).

[11. Функции П определяются с помощью уравнения

. а (х, О) ~~ + Ь (х, О) П = [а (х, О) - а (х, 1;1:)] ~~ -+-
n

+ [Ь (х, О) - Ь (х, Е1:)] П - 8"-2 ~:~ + 8" ~ а., (х, 81:) д:~~X ' ' (8)
C.j=l I I

а функции Q - с помощью уравнения

1 (a2Q .aQ ) 1 'дQ
61<-2 д1]2 + а (х, О) дrJ = 6"-2 [а (х, О) - а (х, 8"-11])] дi1 +

n

+ 8" ~ ан (х, 8"-11]) д:'~~. -Ь (х, 8"-11]) .
Ч=1 1 I

Начальные условия для П. и Q-функций получаются путем подстановки

суммы и + п + Q в условия (2).
Итак, для п- и Q-функпий получаем следующие задачи :

дП·
а (х, О)~ + Ь (х, О) П, = ГС (х, 1:);

ПО (х, О) = ер (х) - ио (х, О); П, (х, О) = - ис (х, О) - Q/-"+ 2(х, О)

(i = 1, ... , N),

где гс (х, 1:) легко выписать в явном виде (они зависят от П, (х;«) (j < i) и ИХ

производных, ГО (х, 1:) = О);

д2Qс . дQ/
дТ]2 + а (х, О) дТ1 = ~c (х, 1]),

дQо (х, О) дПо (х, О) дQl (х. О) дП1 (х, О) дио (х, О) + .1, (х), (11)
дТ] = - -~д1:- дТ] д1: дt 't'

эо, (х, О) эп, (х, О) . дUi_1 (х, О) N О
д1) д, дt (i = 2, ... , : ), Qc (х, 1])-+ , 11 -+ 00,

где ~' (х, 11) легко выписать в явном виде (они зависят ' от Qj (х, 1]) (j < i)
и их производных, ~o (х, 1]) = О).

Легко видеть, что все П, (х, 1:) И Qc (х, 1]) находятся из задач (10), (11)
последовательно в таком порядке: ПО (х, т), Qo (х, 1]),П1 (х,1:) И Т. д. Нетруд­

но показать, что п- и Q-Функuии имеют погранслойный характер. ·

Очевидно, RN (х, t, 8) определяется как решение задачи

LeRN = чн (х, t, 8); (12)

дRN (х, О , 6) дUN (х, О)
RN(X, О, 8) = О, дt = _8N дt при k = 2,

RN (х, О, 8) = - 8N+1 ('.~7 f/Q (х, 1]) ) ,
С = 1 N-k+2+1

дRN (х, О, 6) диN (х , О)
дt . - 8N д! при k > 2,

где qk (х, t, 8) легко может быть выписана в явном виде и, что существенно,

q" (х, t, е) = О (8N+1)B VT •

Пусть КТ ----: любой пространственно-характеристический конус, ко­

торый определяется как и в работе [7] . Методом интегралов энергии [5]
при достаточно малых е дЛЯ RN (х, t, е) получена опенка

I1 RN (х, {, 8) 1lr..(K
T

) = О (eN+'!.) ,

что и доказывает асимптотическую корректность разложений (3)
Полученный результат сформулируем в виде теоремы. ..



Теорема. Пусть выполняются условия 1), 2). Тогда решение задачи

(1), (2) допускает асимптотическое разложение (3), когда k = 2, где Ui (х, ()
определяются из формул (4), функции пограничного слоя П, (х, т) ЯВЛЯЮТСЯ

решениями задач (5); если k > 2, решение задачи (1), (2) допускает асимпто­

тическое разложение (б), где Ui (х, t) определяются из формул (7), функции
пограничного слоя П, (х , т) И Qi (х, 1}) являются решениями соответ ственно

задач (10) и (11). Остаточный член Рн (х, t, В) при достаточно малых в> О

имеет оценку (14).
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Я. Н. Пелех

ЯВНЫй А-УСТОЙЧИВЫЙ МЕТОД ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА ТОЧНОСТИ

ЧИСЛЕННОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

(2)

Многие задачи современной науки и техники приводят к необходимости ре­

шать жесткие системы дифференциальных уравнений. Задача Коши

y'=f(x,y), у(а)=уо, х Е[а,Ь] (1)

называется жесткой [5] в пекотором интервале 1 с [а, Ы , если для х Е 1

1) Re (лi) < О, i = 1, 2, .. , , s
2) S (х) = шах Re(- л,)/ min Re (-ч // 1,

1=1, .. .• 5 1= 1. ....

где лi - собственные значения df/dy, в которые подставлено решение у (х)

в точке х.

Эффективное управление процессами и системами основано на исполь­

зовании адекватных математическихмоделей объектов. Учет большого чис­

ла факторов при построении таких моделей неизбежно приводит к жестким

дифференциальнымсистемам. К решению таких задач приводят также про­

блемы построения математических моделей физико-химических, биологи­

ческих и экономических процессов, задачи многомерной оптимизации, ки­

нетики, электроники, пропессов переноса и т . д.

Основной проблемой, которая возникает при попытке получить числен­

ное приближение к решению у (х) жесткой задачи, является проблема чис­

ленной устойчивости.Чтобы обеспечить абсолютнуюустойчивостьчисленного

и
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