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ЭАДАЧА КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА В БЕСКОНЕЧНОМ

• -;- 1·МЕРНОМ СЛОЕ

Задача Коши для уравнения Лапласа в бесконечной полосе изучена методом
регуляриаации в работе [2]. В статье Ш результаты двухмерной задачи

веренесены на трехмерный случай. Здесь предлагается n-мерныи аналог

ЕТОда регуляризации, описанного в работах [2, 3], с помощью которого

вайдено приближенное решение задачи Коши для уравнения Лапласа в

• + l-мерном слое.

Пусть Q = [О, h] Х Р" (n ~ 1) - область действительных перемен-
п

яых (Ха, х), О ~ Ха ~ h, х = { х1 , ••• , хn } Е Р"; д = ~ дЦдx~ - опе
1=0

ратор Лапласа; t (х) , g (х) - вещественные абсолютно интегрируемые функ-

пни на Rn
.

~ассмотрим задачу: найти в области Q решение уравнения Лапласа

ди (Ха, х) = О (1)

при следующих граничных условиях:

u (О, х) = f (х), их (О, х) = g (х), (2)

Предполагаем также, что функции f (х), g (х) аналитически продолжимы

внутрь области Q.
Пусть вначале функции f и g заданы точно. Применяя к задаче (1), (2)

преобразование Фурье

(Fu) (5) = ~ (Ха, 5) = .\ e-i<x.~> и (Ха. х) ах,

где 1; Е Rn; <х, 1;> =Х151 + ...+ хn 1;n; dx = dX1 ... ах; - мера Лебега

Б Rn
(интеграл здесь и далее, если не оговорено, берется по Rn

) , получаем

задачу Коши для обыкновенного дифференциального уравнения относи-
л

тельно и, единственное решение которой имеет вид

л л л sh (Ха I~I) v--
u (Ха, 1;) . f (1;) сЬ (Ха I5I)+ g (1;) I ~ I ,15 I= (5, 1;).

При этом единственно сть и неусгойчивость решения исходной задачи сле

дуют из выражения (3) и формулы

и (Ха' х) = (r1
(;.) (х) = (2л:Гn ~ ei<x.s> ~ (Ха, 1;) dS, (4)

Здесь dS = d1;l ... d1;n.
, В силу результатов работы [2] регуляризацию задачи проведем Б виде

~a (Ха, 1;) = e-a2Isl"u"(x

a, 1;), (5)
где а. > О - параметр регуляризации. Применяя к (5) формулу обращения

(4), получаем

а; (Ха, Х) = 5Ба (Х - 1;) и (Ха, 1;) dS,
п 1.0:12

Ба(х) = (r1e-a'ls1') (х) = (4л:а.z)-2е- 4а'.

Справедлива следующая лемма.

Лемма. Регуляризованное решение задачи имеет вид

иа (Ха, х) ~ ~ Ra (ХО1 Х - 5) t (5) d1; + 5та (Хо, х - IO g (s) d~, (6)
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где

l-п :>-1.

к; (хо' х) = (2а Vnгn
1х ,-2 (x~ + 1х 12)4 Х

Х ехр( X5~2X12 )cos( X;~:I _ n 2 1 arctg 1:°1)+ O[(aj.VJ2[~]];
хо

Та (хо, х) = ~ к; (5, х) ds.
о

Доказательство леммы вытекает из обратного преобразования Фурье от

выражений (5}, ~3) и последующего вычисления интегралов по методу

Лапласа [6].
Теорема Г, Функция иа (хо, х) Е С

ОО

есть приближенное решение зада

чи, равномерно в Qстремящееся к точному при а -+ О, причем справедливо

неравенство

Iиа. (h, х) - и (h, х) I~ о) (а)
- г(~)]
1+ 2 г (+) , (1)

где о) (Ь) - модуль непрерывности [4J функции u (h, х); r (г) - гамма-

функция . . . :
Доказательство теоремы проводится аналогично, как и в статье [2].
Предположим, что вместо точных данных f (х), g (х) заданы их непрерыв

ные приближения fб (х), gб (х), причем

I f (х) - [ь (х) I~ б, Ig (х) - gб (х) I~ б. . (8) I
Подставив в (6) вместо f, g функции [ь, gб, вместоц, (хо , х) получим

uаб (хо, х) = j Ra(xo, х - ~ fб (~) d; + I Та (хо, Х - f,) gб (~) d~. (6')

Эта функция есть приближенное решение задачи Коши для уравнения Ла

пласа в n + 1-мерном слое, когда исходные данные заданы приближенно

[2, 3, 5]. Оценим его уклонение от точного решения u в плоскости хо = h
по формуле

Iu (h, х) - uаб (h, х) I~ ~1n (а) + ~2n (а, б). (9)

Здесь

~1n (а) = Iн (h, х) - иа. (h, х) 1; ~2n (а, б) = Iиа (h, х) - Uаб(h, х)1. (10)

Оценка для ~1n (а) следует из теоремы 1. Для ~2n (а, ~) имеем неравенство

~2n (а, б) ~ б I 1к; (h, х) I dx + б j I Та (h, х) 1dx .;

г(~) [h й/2а .]

=13 г(+) Р( 2cJ +2а J F(5)d5 ; (11)'

.2.._1 2-2'
F (г) = z 2 е 2 W 1 n (г2)

Т'Т
(12)

(Wt\.;> (f) - функция Уиттекера [7]).
Теорема 2. Пусть задача Коши для уравнения Лапласа в n + 1-мерном .

слое имеет непрерывное решение при точно заданных краевых условиях.

Пусть, далее, [ь (х), g6 (х) - непрерывные приближения к точно заданным

начальным функциям f(x), g (х) , удовлетворяющие при фиксированном б>
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> О неравенствам (8). Если а = а (15) есть решение уравнения

( h) й/2а г(+)
F 2а + 2а ~ F (5) ds = г ( n t 1 ) f.t (<5), (13)

гзе f.t (§) -+ <5'1'-1 (О < '\' < 1) при <5 -+ О и иcro (хо, х) определено по фор
хуле (6'), то

Итп иuA (хо, х) = и (хо, х)11__0 (14)

равномерно в Q.
Д о к а а а т е л ь с т в о: Из равенства (13), формулы (12) и свойств

функции Унттекера [7] вытекает, что а (15) -+ О при 15 -+ О. Поэтому из вы

ражений (7), (10) имеем lim до1n (а (а» = О. При выполнении соотношения

(13) из неравенства (11) следует, что lim L12n (а (15), а) = О. Поэтому на ос-
11--0

вовании неравенства (9)

lim и~1I (h, х) = и (h, х) (а = а (15»
11__0

равномерно относительно х Е Rll
• Отсюда, как следствие, вытекает равен

ство (14) .
Замечание 1. Соотношение (13), позволяющее определить параметр

регуляривации а, упрощается, если воспользоваться асимптотическим пред

сгавлением функции Унттекера WB...., (t) при больших (t) [8]. При этом

F(z)=zn~le22{1+~ k/z2k ~1[(+)2_(m_+Y]}. (15)

Ограничиваясь главным членом асимптотики (15), из соотношения 03) по

лучаем

n-I ( )

(
h )-2- г. b72~ n-I Г +
2а e4~2 + 2а J5 2 e

s2
d5 = г( nt 1 ) f.t (15). (13')

Если n = 4р + 1 (р = О, 1, 2, .:.), то разложение (15) является конечным

и точным; в соответствии с этим уточняется и формула (13).
Замечание 2. При n = 1 и fЬ (6) = 6-'/' приходим к результатам ра

боты [2] (если исправить имеющиеся там опечатки). В случае трехмерного

слоя (n = 2) формулы (7) и (lЗ) существенно улучшают аналогичные ре

зультаты статьи [1].
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