
(12)

Формулировка результата. Пусть ядро k (t, s) имеет суммируемые пре

лельные значения k (t, О) и k (О, s) и удовлетворяет условию (2). Тогда при

любой правой части g (t) Е L 2 (О, 1) уравнение (1) имеет в пространстве

4 (О, 1) единственное решение

1

и' (t) = g (t) - Sг (t, s) g (s)ds, 0< t < 1, (Н)
о

r '+(t-s)- S'+(1:-s)r_(t-1:)d1:, t>s,

r (t, s) = j t 1

,_(t-s)- S'+(1:-s),_(t"'->-1:)d1:, t<s,
t s

где функции '+ и ,_ определеныформулами (7), (8) и (6).
При м е р:

1

и (t) + л. (' [ 1 + л.lп I~+~~ 1] и (s) ds~ g (t), л. = const.. J V\t-s! t- s
о '

Условие (2) выполнено. Так как ядро симметрично, то ,_ (t) = '+ (-t)
и достаточно найти одну резольвентнуюфункцию гл., Очевидно,

л
т (t) = k (t, О) = уl' 0< t < 1.

Продолжая эту функцию на луч t ~ 1 аналитически, находим

М+ (г) - л. V :n~ Imz> О
- 2 -yz+ '

(значения уг+ лежат в верхней полуплоскости).
Выражение (7) приводит к результату'

л.V 2 r vx+лу2n tCos tXdx = { ,+ (t), O<t<l,
:n J х+ л V2пх + л2:n , _ (t), - 1 < t < о.

о

Далее вступают в силу формулы (11), (12).
Отметим, что метод остается эффективным для системы уравнений, когда

k (t, s) - матрица-функция, а и и g - вектор-функции.
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в настоящей статье ,устанавливается сушествованне и единственность ре

шения обобщенной в смысле работ [1, 6] ВТОр0Й смешанной граничной за

дачи в многосвязной области для одного класса сильно эллиптических

C~CTeM второго порядка. В , ~ассической постановке задача P~CCMOTpeHa в
работе [-2]. '
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Пусть

А (-дд ).u (х) = i: Аы ~2и1Х) = О (1,)
х k.l= ! Xk Хl

- самосопряженная системауравнений Эйлера, отвечающая~вариа

ционной задаче для положительно определенного функцяовала

n • nr ~ ди' (х) А ди (Х) ах> 2 ( ~ ди' (х) ди (х) ах:
J L.J дх k l дх ,р- У J L.J дх дх •
V k.l=! k 1 V k= ! k ~l

. A k l = A1k = A~l - постоянные действительные квадратные мaтpНill>l по

рядка р; х Е Rn
, V с: Rn

- некоторая область; у - действительное число

и пусть Sk (k = О, т) - замкнутые поверхности класса С", Sk n Sf = !25 "
k =F j, So содержит внутри себя все остальные поверхности Sk (k = 1, т);

т

Qk - области, ограниченные поверхностями Sk' Q =Qo '" UQk' S = дQ =
k=1 . .

т

= tJ Sk; 58 - параллельная к S поверхность, расположенная на расстоя
k=0

нии Е > О В направлении внутренней нормали n(у) , у Е S; :v (у) - орт

нормали n (у). .
Обозначим через D (S) пространство бесконечно дифференцируемых

на S вектор-функций (j) = (ер1' ... , ерр), через D' (S) - пространство линей-

ных непрерывных функционалов t ~ (},) над D (5) (пространство обобщен.
ных вектор-функций), через «(j), f) -Рдействие обобщенной вектор-функ-

р .

ции на основную: (ЧJ, f) = ~ (CPi, fд·
l=!

Построим второй смешанный граничный оператор

B(V(X» ( д~e ) = а (х) [ C(V(X» ( д~e ) +h (х)] + (1 - а (х» Е,
n .

где C(V( X» (-дд ) = - 2 .~· A1kVl (х)-дд - граничный оператор типа Ней-
Хе k.I=1 Xek

мана; .Akl - постоянные действительные квадратные матрицы порядка р
определяемые единственным образом [3]. Предполагаем, что s' h(') (х) S>= q, .
где ~ - произвольвый действительный вектор; h (S) (х) - симметрическая
часть матрицы h (х); Е - единичная матрица:

I1,

а (х) =
О,

О B(V(X» ( д) . ·S S S .
чевидно, ---ах на поверхностях вэ : 1, "', r является операто-

ром типа Неймана (а = 1), а на поверхностях Sr+!, ... , Sm - типа Дирих

ле (а = О). далее будем полагать ер (Хе) = <р (х), если хе = Х + Е" (Х), Х Е Б:
т

Постановка задачи. Пусть РЕD' (S), Р = ~ pt, рl ЕD' (S), supp рl s=
i=O

= Si' Найти решение u (х)системы (1) в области Q, удовлетворяюшее
граничному условию

_ Вт5ср (Хг) B(V(X» (+-) и (Хе) гз, . (ср, Р) . Уср Е D (5). (2)
- е...О Se ХВ
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Пусть Sm+1 - поверхность, охватывающая. все поверхности S k (k =
= О, т); Qm+1 - область, ограниченная поверхностью S m+1; Q~~I =

т

= Qm+1 '\. U Q k' В работе [4] показано существование матрицы Грина
k= r+ 1

( 1) (х, у) внутренней задачи Дирнхле для системы (1) в многосвязной области
(г) ( ) б ~ й .Qm+1 г::;;;; т ,о ладающеи сво ствами:

А ( д )"а(1) ( - о . пИ .дх х, у)- , x=l=Y, х, YE~'II1'H,

Вт а(1)(х, у) = а(1) (Уа, у) = О, Уа Е Sk. У ~ Sk, k =г--:"+---;-1,-m-+-:--;"1;
Х-"Уо

с') (х, У) = оэ (х, У) - g(1) (х, у), где ffi (х, У) - фундаментальная матрица

системы (1); g<1) (х, У) - регулярное в Q);;+1 матричное решение системы

(1); а(1) (х, У) = ю(l) (у, х)]'. При этом

Птп ~ ер (Х8) [c<v(y)) ( :у )а(1) (хе • у)]' гз; = 2ер (у) , ' У Е S '\. SИ, (3)
8-.0 <S,-S(r»e .

Вт ~ ер (~~J[C(V(X)j ( д~ ) + h (х)] а{l) (Хе , У) аз, =
8-.0 (r) ~.

S8

= - qJ (У) + S~r) ер (х) [ c<V(X» ( :х ) + h (х) ] а(1) (х, .У) dS . У Е S<r) (4)

"ерЕ D (S).

Лемма. Преобразование (g, R) = (epg, Р), где g Е D (S), epg
решение системы интегральных уравнений

- ер (у) + I ер (х) [c(v(x» ( :х )+ h щ] а(1) (х, У) dS = g (У), (5)
. s(r)

определяет изоморфизм пространства D' (S) на себя. Формула обращения

имеет вид

(ер, Р) = <-ер (У) + J) ср(х) [C(V(X)) ( :х )+ h (х)] а(1) (х, y)dS, R)
V ер Е D (S).

Утверждение леммы следует из единственности решения системы интеграль

ных уравнений (5), сопряженной системе (15) работы [2].
Теорема. Пусть обобщенная вектор-функция R Е D' (S)определена

следующим образом:

/ ' '\.
(g, R) = -,rpg. ~o pi/~

- _1 / ~ epg (х) [смх)) (~) + h (х)] [C(V(y» (~) а(1) (х, у)]' dS, . f р),
2 "s(r) дх ду l=r+1 . .

(6)

где g Е D (S)~ epg - решение системы интегральных уравнений (5). Тогда

вектор-функция . . . '

О ' и (х) _ +<[C(V(y» ( :у )а(1) (х, у)]', [=~+l pi> + (а(1) (х, !i),R), ; х Е Q ,(7)

является единственным решением обобщенной второй смешанной гранич

ной задачи (1), (2).

1



Действительно, из свойств матрицы 0(1) (х, у) следует, что вектор-функ
ция (7) удовлетворяет в области Q системе (1). Покажем, что она уювлетво- .
ряет граничному условию (2). Подставляя (7) в (2) и польэуясь формулами

(3), (4), получаем

1 • 5 ( B(V(X» ( д ) S·~~~ s <р хе) дХе и (хе) d .е =
е

+ (1im 5 <р (хе) 0(1) (Хе, у) аэ; R)=
'\.В->о (S" s(r»e

= <-}- jr) <р (х) [ c(v(X» (:х )+ h (х) ] [c(v(y» ( :у )0(1) (х, у)l' dS +

+ <р (у), ~ pt) +<_<р (у) + 5 <р (х) [c(v(x» ( :х )+
l=r+l s(r)

+h(х)] 0(1) (х, у) dS, R) .
.Построим обобщенную вектор-функцию Р такую, что

/ ,,; .'"
(q>, Р) = '"<р, ~O">:

- / _1 5 <Р (х) [с(\,(х» (~) + h (х)] [c(v(y» (---!.-) 0(1) (х, у)]' dS, f i'-,
'" 2 s(r) д» ду l=r+l /

v <р Е D(S).
Из определения (6) и леммы следует, ЧТО<-<р (у) +J)<p (х) [с(ф» ( :х )+h(х)] 0(1) (х, у) dS, R) = (<р, р)

v <РЕ D (S),
поэтому

1im5<р (хе) B(V(X» (+) и (хе) гз, =
8->11 S I!Xs

е .

= <+ jr) <р (х) (C(V(X)) ( :Х) + h (Х)] [C1V(Y» ( :у )0(1) (х, у)J' dS, J+l pl) +

/ т ") < r ." .+" <р, ":Е F' + <р, ~ Р'/· ....-
" ,=г+l .=0
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_<_1 r <Р (х) [c('V(X» (~) + h (х)] [C('V<Y)) (_д_) G(I) (х, у)]' dS, f pt'\..=
2 J( дх ду t-r ' I /sr) _ - ,..

= <<р, t~O рЕ) = (qJ, Р) V qJ Е D (S).

Итак, вектор-функция (7) является решением задач» (1), (2).
Докажем единственность этого решения. Если иl (х) И и2 (х) - два реше

ния задачи, то вектор-функция и (х) = и1 (х) - и2 (х) удовлетворяет в об

ласти Q системе (1) и граничному условию

Нш . ~ qJ (хе) B('V<X)) (+) и (Хе) dSe = О V <Р Е D (S),
е...О S Хе

е _

или после преобразования Хе = Х + ev (х), х Е S с якобианом WB (х) ус

ловию

где

lim rqJ (х) Ve (х) dS = О
в",О ~

'v' <р Е D (S), (8)

VB (х) = B<'V(X» (-дд )U(хв) W В (х) I .
ХВ XB=X+В'V(X)

ИЗ результатов [2] следует, что каждое решение и (z) системы (1) в 0(5..
ласти Q можно представить в виде

. {r (1) .
и (z) - 11т J G (а, Ув) /le (Уе) dSB+

в...О S~)

+ -} S [C<'V<Y» ( д~ ) G(l)'(а, Ув)J' U (Уе) dSB} . (9)
(S,,-S(r)e е ,

Здесь /le (Уе) - решение системы интегральных уравнений

- /le (Уе) + S [C('V<Y» (+-) + h (У)] а(\) (Уе, хв) ItB (хв) гз, =
S(r) Ув

8

= [C<'V<Y» ( д~e ) + h (у)Jи (Уе) -

- -} S [C('V(Y» ( д:е ) + h (У)] [c('V(X)) ( д~e ) G(I) (Уе, ХВ)Jи (Хв) гз; (1О)
<s,,-s(r»e -

Имеем

/le (Хв) = 'е (Уе)+ S Г (уе, Хе}!в (Хе) dSe, (11)
s~)

где r (Уе, ХВ) --: резольвента, соответствующая ядру системы интегральных

уравнений (10), а fe (Уе) равно правой части этой системы. _
Подставляя выражение (11) в (9), после ряда преобразований полу

ч~ем

и (z) = Птп r<Ре (а, Х) Ve(Х) dSx, г Е Q.
В-О ~

(12)

Здесь ~

qJB(Z' Х) = +(1- а (Х» {c('V(X» ( д:е ) G(I) (z, Хе) -

-J) G(I) (z, Уе>[C<'V<Y» ( ~e ) + h (у)] [c<v(x)) ( д~e ) G<l) (Уе, Хв)J' dSe -

_ а



(3)

- ~ [G(1) (а, У8) ~ г (Уе. "1е) [C('V(l1» (+-) + h ("1)] х
s(r) s(r) ч,

1: 8

Х [c('V(X» (_д_) G(I) ("18' Х8) ] ' dS ] dS } ,
дХе 11е и8 X8=X+8'V(X) т

+ CG (х) {G(I) (е, Х + 8V (х) + JG(1) (г, У8) г (У8' х + 8V (х» dS ue} ,
S~)

zEQ, xES;

<Ре (г, х) -+- <Р (Z, х) Е D (S) равномерно относительно г Е Q.
е-о-О

Тогда из выражения (12) согласно лемме работы [5, с. 95] получаем

и (е) = 1im \ <Р (г, х) V8 (х) dS x , z Е Q,
е-о-О ~

а согласно условию (8) и (г) . О, г Е Q. Значит,и! (г) = и2 (г), г Е Q.
Аналогичный результат справедлив для системы дифференциальных

уравнений вариационноготипа второго порядка с персменными бесконечно

дифференцируемымикоэффициентами при условии существования для нее

во всем пространстве Rn
фундаментальной матрицы.

1. Бойко Г. П., Волошина М . С.• Гуnало А . С. Обобщенная задача Дирихле для одного

класса сильно эллиптических систем второго порядка.- Мат. методы и физ.-мех. поля,.

1975, вып. 2, с. 37-42.
2. Волошина М. С. Решение второй смешанной граничной задачи для одного класса силь

но эллиптических систем в случае многосвязной области с помощью матрицы Грина.

Мат. методы и физ.-мех . поля, 1981, вып . 14, с. 3-6.
3. Волошина М . С. Про деякi властивостi одного класу сильно елштичних систем.- Доп.

АН УРСР, 1958, NQ 9, С. 913-916.
4. Волошина М. С. Роэв'яэок першо! змiшано! гранично! задачi для одного класу сильно

. елiптичних систем у випадку багатозв 'яэног областi за допомогою матриц! TpiHa.
Втсн . Льв. полгтехн. [н-ту. Математикаi мехашка, 1977, с. 27-30.

5. Гельфонд И. М .• Шилов Г. Е. Пространства основных и обобщенных функциЙ.- М. :
Фиаматгиз , 1958.- 307 с.

6. Гуnало Г. С. Про узагальнену задачу Дiрiхле.- Доп . АН УРСР, 1966, NQ 7, С. 843-
846. .

Львовский политехнический институт Поступила в редколлегию

!IЬВОВСКИЙ университет 25.06.80
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И, В. Коробчук

ОБ ОЦЕНКЕ ПЕРВОГО СОБСТВЕННОГО ЗНАЧЕНИЯ

ДЛЯ ОПЕРАТОРА ЛАПЛАСА

Рассмотрим один метод аппроксимации наименьшего собственного значения

для задачи

ilu + л,2u = О, (1)

и luD = О, (2)
заданной в выпуклом многоугольнике D Е R2 • Как известно [2], для наи

меньшего собственного значения ",i задачи (1), (2) справедлива оценка
2

: f '"" ( эв, . 2) 2
1~ ~ дх, - Е• ::::;;;"'1,

где функции ЕЕ непрерывны с кусочно-непрерывными производными.
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