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• РЕШЕНИЮ ИНТЫРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В КВАДРАТУРАХ

в данной статье рассмотрено линейное уравнение второго рода

1

(1+ к) и = и (t) + ~ k (t, s) и (s) ds = g (t), 0< t < 1, (1)
о

ядро которого удовлетворяет условию

д . д

дГ k (t, s) + дS k (t, s) = k (t, О) k (О, s).

Показано, что в этом случае имеет место факторизация

1+К =Х+Х_,

где

(2)

(3)

причем

t

(Х+'Р) (t) = 'Р (t) + Sт (t - s)~ (s) ds,
о

1

(X-u) (t) = и (t) +Sn (t - s)'U (s) ds,
t

O<t< 1;

(}<t< 1,

(4)

(5)

т (t) = k (t, О), n (- s) = k (О, s). (6)

Обращение операторов Х+ и Х_ не составляет труда И мы ПОЛУЧИМ

единственное решение U = х:: x+1g уравнения (1).
; Обращение оператора Х+. В литературе известно. обращение подобного

оператора Вольтерра, но, как правило, функции предполагаются определен

ными на всей полуоси t> О. Поскольку у нас функции определены лишь

на промежутке (О, 1), нельзя ограничиться ссылками на литературу, а сле

дует дать подробную формулировку необходимого результата. Пусть т (t) Е

Е L (О, 1). Тогда Х+: L.J (О, 1) -+ L2 (О, 1) и существует ограниченный об

ратный оператор

t

)Cf.lg=g(t)- ~ ,+(t-s)g(s)ds, 0<t<1,
о

где принадлежащаяL (О, 1) резольвентная функция г+ (t) определена равен

ствами

O<t<l;

са

м+ (z) = ~ т (t) e/ztdt, Imz~ С.
о

(7)
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Здесь-функция т (t) продолжена при t > 1; на продолжение наложено лишь
то ограничение, что -

3С>О: Slm(t)le..:...ctdt<oo.,
Другая постоянная С такова, что С> с и в полуплоскости Imz~ С ФУНК

ция 1 + м+ (z) не имеет нулей (такая постоянная существует).
Обращение оператора Х_. Пусть n (t) Е L (-1, О). Тогда Х_: L'J, (0,1)-+

-+ 4. (О, 1) и существует ограниченный обратный оператер,
хгн= h (t) - ~ п: (t- s)h (s) ds,

1

где

О

N- (z) = ~ ri (t) е"dt, 1т z:::;; - С.
- 00

+oo-iС

г.: (t) = 21л; ~
-оо-iС

(Е L(-l, О»;

(8)

(9)

(1 О)

Функция n (t) доопределена при t < -1 так, чтобы при некогоройдействи

тельной постоянной С произведениеec1n (t) принадлежало L (- 00, -1). По

ложительнаяпостоянная С такова, что С> С И В полуплоскости1т г :::;; -с
отсутствуют нули функции 1 + ~ (z) (такая постоянная существует).

Вычислив произведение операторов (4) и (5) в соответствии с формулой

(3), получим следующее представление для ядра:

r m(t-s) + 5m(t-'--r)n(L-s)d-r, t>s,

k{t, s)= 1 01

п (t - s) +Jт (t - т) п (-r- s) dL, « s.

То, что ядро (9) удовлетворяет условию * (2), проверяется непосредственно.

Покажем, что и обратно,любое ядро k1 (t, s) из достаточно широкого КЛасса

(этот класс описан ниже), удовлетворяющее условию (2), представимо в

форме (9), где т (t) = k1 (t, О), n (-s) = k1 (О, s). Действительно, разность

k* = k- k1 есть решение следующей линейной задачи :

:t k* (t, s) + :s k* (t, s) = О, 0< t, s < 1,

k* (t, О) = О, O<t< 1,

k* (О, s) = О, О «;« < 1.

В качестве класса для ядер k (t, s) выберем такой, в котором задача
д д

(10) имеет лишь нулевое решение. При этом производные дГ k* и ----as k*

понимаются в том смысле, что и в условии (2). Так же одинаков смысл, в ка

тором понимаются предельные значения k* (t, О), k (t, О), k* (О, s), k (О, s)
(являющиеся по условию суммируемыми функциями).

Из равенства k* == О следует, что k1 = k, т. е. следует представимость

ядра k1 в форме (9). _ .
Отметим, что описанная схема включает, в частности , уравнения а ку

сочно-непрерывными ядрами, удовлетворяющими условию (2), где k (t, О),

k (О, s) - суммируемые функции.

* Производные в уеловив (2) в общем случае следует понимать в смысле обобщенных

фуНКЦИЙ .
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(12)

Формулировка результата. Пусть ядро k (t, s) имеет суммируемые пре

лельные значения k (t, О) и k (О, s) и удовлетворяет условию (2). Тогда при

любой правой части g (t) Е L 2 (О, 1) уравнение (1) имеет в пространстве

4 (О, 1) единственное решение

1

и' (t) = g (t) - Sг (t, s) g (s)ds, 0< t < 1, (Н)
о

r '+(t-s)- S'+(1:-s)r_(t-1:)d1:, t>s,

r (t, s) = j t 1

,_(t-s)- S'+(1:-s),_(t"'->-1:)d1:, t<s,
t s

где функции '+ и ,_ определеныформулами (7), (8) и (6).
При м е р:

1

и (t) + л. (' [ 1 + л.lп I~+~~ 1] и (s) ds~ g (t), л. = const.. J V\t-s! t- s
о '

Условие (2) выполнено. Так как ядро симметрично, то ,_ (t) = '+ (-t)
и достаточно найти одну резольвентнуюфункцию гл., Очевидно,

л
т (t) = k (t, О) = уl' 0< t < 1.

Продолжая эту функцию на луч t ~ 1 аналитически, находим

М+ (г) - л. V :n~ Imz> О
- 2 -yz+ '

(значения уг+ лежат в верхней полуплоскости).
Выражение (7) приводит к результату'

л.V 2 r vx+лу2n tCos tXdx = { ,+ (t), O<t<l,
:n J х+ л V2пх + л2:n , _ (t), - 1 < t < о.

о

Далее вступают в силу формулы (11), (12).
Отметим, что метод остается эффективным для системы уравнений, когда

k (t, s) - матрица-функция, а и и g - вектор-функции.
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в настоящей статье ,устанавливается сушествованне и единственность ре

шения обобщенной в смысле работ [1, 6] ВТОр0Й смешанной граничной за

дачи в многосвязной области для одного класса сильно эллиптических

C~CTeM второго порядка. В , ~ассической постановке задача P~CCMOTpeHa в
работе [-2]. '
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