
нения (3) границы исходной области D. Переход к новым переменным может

усложнить первоначальную область, но в данном методе это не играет ника

1\ОЙ роли. Поэтому стало возможным написание стандартной программы ре

шения рассматриваемой задачи на ЭВМ в произвольной области. При ис

пользовании ее в конкретном случае требуется написать только процедуру

вычисления функций qJ (а), ,На), qJ'(a), 'Ф'(а), а (а), f (и) в зависимости от а.

Программа составлена в кодах ЭВМ типа «М-200» на языке ФОРТРАН-JV.

Интегральное уравнение (10) решается путем замены его системой ли

нейных алгебраических уравнений способом, указанным в работе [1 J. Пра

вильность и точность предлагаемого метода проверены на контрольных зада

чах с известными решениями.

В качестве примера проведен расчет темпер атуры пластинки, форма ко

торой изображена на рис. 1. Граничные условия были взяты следующими.

На участке 0-1: а = О, f = qs = 0,1 . 106 икал/м- . ч, на остальной части

внешней границы а = О, f = О, т. е. стенки теплоизолированы . На внут

ренних границах задано условие (2) при а = 0,5 . 105 ккал/м 2 • ч . град,

f = аТс, ТС = 00 с. Геометрические размеры области : длина участка

0-1 равна 0,1 м, участка 1-2 равна 0,15 м. Радиус окружности 0,0141 м,

центр ее находится в точке (0,025; 0,05), длина стороны квадрата равна

0,0125 м, центр - в точке (0,075; 0,05). Площадь квадрата равна площади

круга. Расчеты проводили при Лх = 100 ккал/м - ч· град, Л" = л = 250 ккал/м Х

Х ч . град, T1= 500 С, a 1 = ]00 икал/м" . ч . град, h = 0,005 м. Н а рис.2

приведено распределение температуры вдоль двух внешних сторон при х =
= О (кривая J), х = '0,1 (кривая 2). Несовпадение этих двух кривых показы

вает влияние на теплообмен внутренних отверстий в виде квадрата и круга.

При одинаковой их площади э-то отличие невелико. Там же (кривая 3) при

ведено распределение температуры для изотропной пластинки при Л, = Лц =
= 250 ккал/м· ч . град. .
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А. С. Федоришнн

ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАВИСИМОСТИ ЭФФЕКТИВНЫХ УПРУГИХ ХАРАКТЕРИСТИК

ДВУХФАЗНЫХ СРЕД ОТ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ СТРУКТУРЫ ФАЗ

Одним из основных вопросов механики несднородных сред является вычис

ление макроскопических упругих модулей в зависимости от объемного

содержания фаз. Они должны находиться между верхней и нижней граница

ми Хашина - Штрикмана и зависеть от геометрической структуры фаз.

Эффективные модули упругости двухфазных сред с включениями в виде эл

липсоидов вращения получены в работах [2, 3J . В этих статья х пренебрегали

флуктуациями деформаций внутри фаз. В настоящей ра боте показано, что

если не пренебрегать флуктуациями деформаций в пределах фаз, то даже при

фиксированном значении соотношения полуосей эллипсоида вращения эф

I:;:е~тивные модули упругости характеризуются не конкретными значения

~! ;!. а изменяются в некоторых пределах. Точное значение макроскопических

).!·::.::: ;::ez зависит от взаимного расположения включений .

.. . ...;



(2)

(1)

Тензор эффективных модулей упругости определим исходя из уравнения

равновесия для внешних напряжений

aaij
----aii = - gi' а,.; = .\ЩmI:.Zт .

02Вnр
eilnejmp д д = О.

Х, Хm

Здесь и в дальнейшем по повторяющимся лаТИНСКЮ1 индексам производится

суммирование. Из уравнения (l) можно получить

д2 (иI - и~) д
Liflm дх;дХт = - дх; [{A i jlm - L i jlm) ElmJ,

где L'-;Im - тензор модулей упругости некоторого однородного тела (тела

сравнения); и~ - поле перемещений в теле сравнения, вызванное массовыми

силами gl' Представим уравнение, (2) в интегральном виде

Е::ц(Г1) = 8f; + ~ /('-;1 (г1 - ( 2) д:2m [(A 1mnp -Llmnp)8np (г2) ] dS'i. +

+\ -дд K'-/I(r1-r2) [(Лlmnр-Llтnр)8nР(Г2)]dV2, (3)J Xl m

1 [ д д]к.; (г) =""2 ах;- ОП (г) +~О;! (г)

(ОU- функция Грина уравнения равновесия) . Поверхностны й интеграл

здесь следует рассматривать как осреднение подынтегральной функции

[4], поэтому случайные функции находим только в объемном интеграле.

Осредняя уравнение (3) и представляя 8 ,-; через среднее зна чение и флуктуа-

цию, получаем .

t:,j/ (г1) = (8,-/ ) + ) Киь« (Г1 - г2) [(Лlтnр - Lzmn p) 8nо (г2) -

- «Almпp - LI~np) 8nр) ] dV 2 . (4).

1 [ д ~ ]Кнь« (г) = 2" дХт /(1;1 (г) + д~1 Кпm (г) •

далее будем следовать методу условных моментов [3]. для смеси n
фаз получим

n

(а) = ~ ckA/l (ek),
k= 1

(5)

11

(Ev) = (е) + ~ к (г) L (Ak - L) [P"k (г) 8"k(r) - Ck (ek)] dV. (6)
k= 1

Для сокращения записи в тензорах, входящих в уравнения (5), (6), индексы
опущены, а под произведением тензоров следует понимать их свертывание

по внутренним индексам. Этой же символикой будем пользоваться и в даль

нейшем. Пусть P"k (гl - г2) - вероятность нахождения в точке '2 фазы

k при условии, что в точке ' 1 находится фаза v; evk (гl - ' 2) - математиче

ское ожидание деформации в точке ' 2 при условии. что в ней находится фаза k,
а в точке ' 1 - фаза v; А, - тензор модулей упругости k-й фазы. Из определе

ния функций p"k (г) следует, что они должны обладать следующими свой

ствами: P"k (О) = б"k, P"k (00) = Ck, т. е . их можно представить в виде

P"k (г) = Ck + (б".~ - Ck) f (г), (7)

причем f (О) = 1, f (00) = О. Подставляя соотношение (7) в (6) и проводя

некоторые перегруппировки, получаем

11

(t:-v) = (е) + ) к (г) f (г) dV ~ (б ...·k - Ck) (Лk - L) (8k) +
k=1

11

+ ~ (Лk - L) Jк (г) P"k (г) [e
kv (г) - (ek)] dV. (8)

k=l

105



(10)

Тензор L:,'~! до сих пор был пронзвольпым .' Здесь определим его равенством

n ,

~ (Лk - L) ~ К (r) Pvk (r) [е I'k (r) - (ek)! dV = О. (9)
1<=1

Телерь для определения (8v) имеем алгебраическое уравнение

n

(ev) = (8) + К ~ (бvk - Ck) (Лk - L) (8k)'
k=1 .

К = ~ к (r) f (г) dV.

для среды с ориентированными в одном направлении включениями в

виде эллипсоидов вращения функция f (г) имеет вид [3]

(
8 V х2 + у2 (:2)t (r) = ехр - с2л2 а2 + ь2 '

где а, Ь - полуоси эллипсоида вращения.

В уравнениях (5) и (10) под v и k следует понимать не только фазы с

определенными физическими свойствами, но И ориентацию, форму,

размеры включений. р,ля среды с хаотической ориентацией включений имеем

(о) = Л] ~ Sn (8~) + Л2С2 (82)' (11)
"

(87) = (8) + К [(Л] - L) «87) - С] (8]») - С2 (82»)' (12)

Здесь sm (87) - концентрация и средняя деформация включений n-го
направления. Для определения эффективных модулей упругости необходи

мо решить уравнение (12) относительно (87) и подставить это решение в

уравнение (11). Опуская промежуточные выкладки, приведем выражения

дЛЯ К* и f;t*:

К*= c2K2+CIKtTk , 11*= C2f12+ C\!AtT jJ. 13)
С2 + С1 Тk 1"' С2 + С\ Т I.t (

1 1
Тk=зТlIk/" TjJ.= lf)(3TiI,Jk-Тukk). (14)

Компоненты тензора Тиы в двухиндексном обозначении имеют вид

1 2 2 I J 2
Тl1 + Т]2 = Т21 + Т22 =Т [(1 -МIJ - M 12) (1- Мзз)- 2М1ЗМЗ1),

Т1з = Т2з = +[(l - м~з) мlз - (1 - М~з) М~з],

ТЗ1 = Т32 = + [(1- МТ! - Mf2) M~l - (l - MJ! -М: 2) M~I],

Тзз = + [(1 - MJI - М:2) (l - М1з) - 2мiзМ~,],

t1 = (1 - М:, - MJJ (1 - М~3) - 2мJ3М~1,

1 l - 2M~4 I 1 - 2М~б
Т44=Ть5=т 1_2MI ' Т66 = 2 1-2M1

44 44

M~I + M
l
12 = GiQ] + biQ2'

M'13 = - GiQ]+ d1Q2' M~J = - GIQ] - 2d[ (Q2 + 1),

М~3 = 2GiQ] - 2 (Ь ; - di ) (Q2+ 1),

M~5 = - G jQ1 - е; (Q2 + 1), (15) .

М~б = +GjQ1 + (2ei - +G1) о,

:х



0.5
Рис. 2

сх = 0.'

[; Fnt
, di = 2 (l + 2т! ' е i = 2fЛ '

2
п = 1+ """3 т, i = 1, 2.

К/К2

Рис.

3а,2 а, (1 + 2а,2)

Q - arcsin 1/1 _,.,,2
1 = (1 - а,2)2 (1 _ a,2)s/2 ~ v..

Q а,2 а, . Vl о ь
2 = 1 2 - З/ агcsш - а-, а = - ,

-а, (1-а,2) 2 а

m/(l+mj Ь _ l/+mt
2т (l + 2т) , / - l + 2т

Соотношения (15) справедливы для любого а, так как

arcsinY~ 'П(а,+У~)

Yl-a,2 Уа,2 1

Проанализируем теперь влияние параметров т и n на эффективные модули

упругости. Для этого введем параметр ~ равенствами n = ~Kl+ (1 - ~) К2 •

т = ~ftl + (1 - ~) ft2 для сред с мягкими включениями и

_1 =_~_+ 1-~ . _1_=_~_+ 1-~
n К1 К2 ' т ft] ft2

для сред с твердыми включениями. На рис. 1, 2 показана зависимость К* от

концентрации пор для пористой среды при различных значениях а и ~.

Коэффициент Пуассона для скелета принят равным 0,25. На рис. З, 4 при

ведены те же зависимости только для сред с твердыми включениями при

К/К, IX= f кfK, ix = 0,0001

о
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1(1 'К2 = 105. Интересен тот факт, что для твердых сферических включе

~ ;~;I при C1 = 0,95 и ~ = о модуль сжатия композита довольно низкий по

сравнению с модулем сжатия включения, тогда как при ~ = 1они примерно

равны . Для сферических пустот при концентрации последних 0,05 и ~ = о

К*= К2, а при ~ = 1 К* = О, т . е. материал теряет сплошность . В работе

[1 J получено выражение дЛЯ К* двухфазного неоднородного материала с
изолированными сферическими включениями, совпадающее с выражением

[13] при а = 1 и ~ = О .
Исходя из изложенного можно предположить, что от параметра ~, опре

деляющего модули упругости тела сравнения, зависит связность включений.

Если все включения изолированы один от другого, то ~ = О, а если контак

тируют, то следует принять ~ = 1. Введение параметра связности включений

могло бы быть полезным при изучении коллекторских свойств горных пород.

В работе [3] принято, что n = <К), т = </-1) для сред с мягкими

включениями и += <~ ), ~ = <-lt>для сред с твердыми включени
ями, т. е. принято, что ~ = Cl' Это хорошо согласуется с замечанием, сде

ланным в работе [1], что количество контактируемых включений должно

быть возрастающей функцией их объема.
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