
следующего условия:

11,1~ = 11,2 ди2 = а.. (14)
дх дх "'о

Были проведены такие же, как и в задаче 1, расчеты. Получено значение
а '
т- = - 0,157379 (точное значение - 0,156). Для Ql получена относитель­

2
ная погрешность 0,32-%, для Q2 - 0,28 % (см. табл: 1, строка 2; табл. 2,
строки О; 2).

Задача 3. Эта задача аналогична задаче 2, только го- линия неиде­

ального контакта (R = 10). В области Ql точное решение имеет вид

и,т = 609,862384 - 0,05928х + 0,0001 (у2 - х2) ,

В области Q2 оно осталось прежним. Краевые условия выписываем, как и в

задаче 2 (изменяются для R-r). На линии ГО выполняется условие (14), а

коэффициент ао ищем методом наименьших квадратов из условия

11,1 ад; 'ГО = -k- (и2 - и1) 'г..
Получено значение отношения ~n = - 0,156037 (точное значение

2 _

-0,156). Относительная погрешность для ~21 составила 0,4%, для

Q2 - О,28 %(см . табл. 1, строка 3; табл . 2, строки О; 3).
Все задачи просчитаны с помощью структуры (13). для Q} было взято

16 координатных функций, для ~~2 - 49 . При решении задачи 1 в постановке

для всей области ~2 была получена существенно худшая погрешность­

около 2% . Из задач 2 и 3 видно, что в случае композитных сред, когда от­

ношение 11,2: 11,1 » 1, предложенный метод решения дает возможность получить

более точный результат (см., например, работу [10]).
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в качестве объекта рассмотрим полый однородный изотропный шаровой сек­

тор D = {(г, в, ЧJ), R1 ~ г ~ R2, О ~ 8 ~ 80' О ~ qJ < 2л:j, в котором рав­
зсмерно распределены тепловые исючники. В предположении, что время



релаксации теплового потока т, не зависит от направления, определение

температуры в данном теле в рюшах обобщенной термомехавики сводится к

решению уравнения [2, 5, 6]

-э д2Т .' вт l '
LIT]=bi) Gt2 +biat- i..l.Т-:- ,2 :1!l.<;TI = fl(t,T,f.!,'P),

{Д, = ~: +~ д~' , ~11 r = ~ r(l - и2 ! _5 '1' -;-- 1 1 ~ ':22' cos е = !lJt
О, • г " О,: i • . G!l .j - 11- - ..

(1)

при начально-краевых условиях

T!t=O=!2(r,[t,'P), ~ It=. =fз(Г,f.!,<Р), (2)

B;T=(h/ l :' +h;2; +h;з)ТI'=R, = (- I)i+l 'iJ; (t , fJ. , q- ), j=I,2, (3)

т \11=11. = fв(t, "(р), /1o~fJ.~I, f.to=cos9o (4)

и условиях однозначности по 'Р. Здесь hl1 = h21= ЛТ - коэффициент тепло­

проводности ; h12 = al~I~2Tг, h1З = a,.~I' h2З = - a2~3' h22 = - а2~зВiТг;

а, - коэффициент теплоотдачи с поверхности r = Rj (j = 1, 2); ~I (j = 1, 4) ­
коэффициенты связности краевых условий [1]; функции '!Jk имеют вид

'iJl = а1 (1 + ~2~~ ; ) {4 (t, fJ., 'Р), 'Ф2 = а2 (1 + ~4Tг :t) 'ь (t, fJ., 'Р).
222

При этом Ьо = С-;;; Cq --:- скорость распространения тепла; Ь, = а-!;

а - коэффициент температуропроводности .

Предполагая функции " = (j = 1,6) достаточно гладкими (и, если' это
необходимо, финитными), решение задачи (1) - (4) строим с помощью глав­

ных решений (фундаментальных функций) задачи: функции Коши К (t,
" р, fJ., 11, <р, а), фундаментальной функции Е (t, т, " р, /1, 11, <р, а), левой

W;- (t, т, " /1, 11, <р, а) и правой wt (t, 't', Г, fJ., 11, 'Р, а) радиальных функций
, Грина, трансверсальной функции Грина We (t, т, ', .р, fJ., тр, а),

Определение 1. Функцией Коши задачи (1) - (4) назовем обобщенную

функцию К (t, г, р, fJ., 11, <р, а), удовлетворяющую в смысле теории распре­

делений уравнению L [К] = О, нулевым краевым условиям, условиям од­

нозначности по q> и начальным условиям

К !t=IJ = О, д; 11=" = р-26 (г -р) 12> 6(/1-n) 12> 6 (q>-a).

Определение 2. Левой радиальной (правой радиальной, трансверсаль­

ной) функцией Грина задачи (1) - (4) назовем обобщенную функцию ~ (t,
+ .

т, г, fJ., 11, <р, а) (W, (t, т, " fJ., 11, 'Р, а), We и, т, " Р, fJ., <р, а», удовлетво-

ряющую в смысле тео рии распределения уравнению L [~] = О (L [W:!-j =
= О, L [w8] = О), нулевым начальным условиям, условиям однозначности

по q> и краевым условиям

W;:-II1=110 = О, В1W;- = 6 (! - т) Q9 6 ("" - 11) 12> б ('Р - а), В2w;:- = о

(
wt 111=110= О, В1wf = о, BzW: _-: б (! - т) 0 б llL - 11) Q9 б (q> - а),).

B1Wa = О, 8 2W8 = О, We 111-=1.1. = Р -б (, - р) ~ б(t - ..ф~ б(q> -а)

Определение 3. Фундаментальной функцией задачи (1) - (4) назовем

обобщенную функцию Е и, т, г, Р. 11. 1], ф, ее), удовлетворяющую в смысле тео­

рии распределений нулевым начальным и краевым условиям, условиям

однозначности по q> и уравнению

L'[E] = р-
2
б (г - р) 0 б (t - т) 12> б (/1- n) Q9 б (q> - а).
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Здесь крестиком в кружочке обозначено тензорное произведение функцио­

:fa.loB (распределений); б (х - а) - дельта-функция Дирака, сосредоточен­

ная 9 точке х = а.

Так как фундаментальная функция задачи (1) - (4) 14]

Е = ~n2K (t - т, Г. р, /-t, 11, 'Р, а) S+ (t - Т),

где S+ (х) - асимметричная единичная функция, то достаточно построить

функции к, w:- и We·
Найдем структур у температурного поля. Для этого определим конечные

прямое лmn И обратное л;~, обобщенные интегральные преобразования Ле­
жандра - Фурье по правилам

1 2л

к.; [f (Ip, f!)] = ~ ~ { (Ip, ",,) iт<pр;"т (ft) dlpd~ = {mn,
иn О

00 00 р-т (11.)
-1 _ 1 ~ ~ -lm<p "n'" _

Aтn[fтn]-n- Re -:: ~Eme IIP-т( )112{mn={(Ip,~),
m_Оn_' "

n
IL

где {Vn}~1 - монотонно возрастающая последовательность положитель­
ных корней обобщенного трансцендентного уравнения Лежандра , рода

р-;т (fto) = О: г:: (ft) - присоединенная функция Лежандра II рода;

1
- 1- , если т = О, (1 ~ \

е; = 2 IIP;m (/-t)112 = - 2:fL~ х
1, если т ;» 1; +

др;т (!1о) др;т (fLo)

Х д" Ф

1
- квадрат нормы: v + 2" > О. докажем вспомогательные утверждения,

описывающие структуру главных решений задачи (1) - (4). Предваритель­
но введем в рассмотрение функции

Uа." (х, у) = I а." (х) Ка'" (у) -/а." (у) Ка." (Х),

Va.V (Х, у) = lа." (Х) Ka+l.v+1 (у) + / a+l.v+l (у) кг; (Х),

иа." (х, у) = j а." (х) Na.v (у) - j а. " (у) Nа, " (Х),

llа." (х, у) = Ju..v (х) Na+I.v+1 (у) - Ja+I.V+1 (у) Na.v (Х),

A~\ (г, p , ~ ) = A~!" (~г, ~R1) A~!v(~p, f3 R2) + h12h22q2 (~) иа. " фг, r~R1) х

х иа." (~p, ~R2)'
- (1) -

8а." (г, p,~) = h22Aa .v (~г, ~R1) иа," (~p, BR2) + h12Х

Х A~!" (~p, ~R2) иа," (~г, ~R1) ' k = Ьт (2Ь6г
l

,

- 2 I а-"
hj 2 = h;2(2ЬоГ , k j = h j l -----z[f + hjЗ -II ;2k, j = 1,2,

Оа." (~) = {11 (~) иь» (~R1' BR2) + -}a-2q2(В) ~2R1R2 Х

Х 122 ф) Ua+l,v+1(BR1, BR2) - -} а-2R2{З1 (В) иа," (~R1' ~R2) +

++«"RJ 41 (~) иа•" (BR2 , BR1),

e~,,, ф) = - 112 (В) иа," CВR1 , BR2) ++a-2В2R1R2f21 (~) Х



х Ua+I.V+l (~Rl' PR2) -+а-
2RJЗ2 (~) Va.,,(~Rl' ~R2) +

+ +a-:!RJ42 (~) Va." (PR2,~Rl)'

f = k ь + k h ...L l'l1h'l~Rl --;- ~.jI21R2 2 fR) +
11 2'''12 1 22 , 4ifoй'i: q UJ

+ 'v - а. k2~2 + k 1h2 ! 2 fR)
62 2а2ь2 q UJ'

О

112 = k2hi i Ri + ki h2i R2 + 2/i h + 'v - а. (k ь I ;:; h q2 (R»
2а2 . 12 22 а262 1"'2 т '''12 22 t"

'21 = 4hllh21+ k1R1h21 + k2R2hш 122 = h12h21Rl +h 22hl1R2,

fЗl = [(k1h 22+ k/i12) к, - 2vh21h12J q2 (~) - 2a2~2~2h2;'

fЗ2 = k1k2R2 + h12h22R2q2 (~) - 2vk1h21- hllh21Rl~2,

'41 = [(k1h22+ k2h12) к, - 2vh l1h22] q2 (~) - 2a2~2hllh22'

142 = k1k2R1+ h12h22Rlq2 (~) - 2vk2hll - hllh21R2~Z,

q (~) = vи- 4b6a2~2 ,

Ка,у(Х) = х-"Ка(х), Ja,,,(X) = x-"Jа(Х),

Na,,,(x) = x-VNа(х).

Здесь 1а (х), Ка (х), Jа (х)', N а (х) - модифицированные и обычные функции
Бесселя J и IJ рода.

Лемма 1. Пусть q (Р) = q (~)(2Ь6гl, Р ± (Р) = - k + q ф), ь: (~) =

= hSI I;s + hs3 + hs2P± (~) (s = 1, 2), {Vn}:=l - монотонно возрастающая

последовательность положительных корней трансцендентного уравнения

Лежандра 1 рода

Р;"" ([.to) = О, v + +>0, (5)

а { ~ in} r: 1 - различные корни обобщенного трансцендентного уравнения
Бесселя II рода

± + ..
~"n+{'+(~) == н: (~) н: ф) и"n+ -}- .+(~Rl' ~R2) +

+hllh21RIR2~4u"n+:. ~ фRl,r)R2)~hfir(~)h21R2 х ~2V"n++,+(~Rl,~R2)+

+ h1;. (~) hllRl~2v 1 I (~R2' BR1) = о , (6)
"n+ Т'Т

Тогда левая радиальная функция Грина задачи (1) -(4)
00 со

W- (t - 2 -k(t-1:) ~ Е '" ~~) ('r -'t,Г,1L,ТJ,IJJ,а)-n- е L т _ r j.-: -Т,Г) Х
m=С n,i=!

где

7 2573

р;m{1]) е:" (!!)
Х n~' n cos т (IJJ - ~),

') . (!!) "2" ":n ..1

(7)

97



(8)

д о к а з а т е л ь с Т в о. Оператор Аmn и интегральный оператор Лап­

ласа L [3] задаче для функции W; ставят в соответствиезадачу построения

на [R 1 , R2J решения дифференциального уравнения Бесселя

[
, 1)2 I ]

d2 2 d 2 ( VN +т - 4 -._
dr2 + -, dГ - (q + г2 ) (Wn )mn - О,

q2 = «" (Ь6р2 + bfp)

является

(9)

6, I 1 (р)
vn+T ;z

Ф2n (г , р)

-6, I I (Р)·

vn+T 'T

по краевым условиям

(hll :, + h12P + h1З ) (W;:-)~n Ir=R, = гр't+imа р;"m (1']),

(h21 :, + h22P + hzз) (W;:-):n Ir=R, = О.
Непосредственно проверяем, что решением задачи (8), (9)

функция

h2n (р) и I I (qr, qR 2) - hziRzqzv 1 I (qr, qRz)
_. vn+Z ;T vn+т'т

(Wr)mn = --------,---- ----,--.,....--------==

Здесь

А J ) (р) = hJn (р) h2n (р) U I I (qR1, qR2) -
vn+2 ' 2 vn+Z ' 2

- ь; (р) h21R2q2Vvn++-; +- (qR1• qR2) +

+ h2n (р) hl1Rlq2V"n++-; +- (qR2• qR1) -

- hllh21RlR2Q4U 3 3 (qR1• qRz);
"n+т;т

f~sn (р) = h sl 'VnR;1 + hs2p + hsз , s = 1,2;

(W;:-):n = LAmn [W;:-].

Если, используя формулы обхода

"::'i(V-а)

la,v(x)=e 2 Ja.v(ix),
л

л - i (v+a) J . 'N (')]Ka,v(x)=Te2 [a,v(~x)+~ a,v ~x,

"ереписать А 1 1 (р) так:
vn+"2 ;z

А. ,1 I (Р) = т h1n (р) h2n (р)и" +~ ..!... (iqR1, iqR2) +
"n'2'""2 n 2 ' 2



+ hl1h "~ ~R!R~ (iq)4 Uv..L2... ~ (iqR1 , iqR~) + h2" (р) Х
': I ~ • 2

Х hllR1 (iqy;.' "_" ...:... (iqR2 , iqR1) -Jl ln (р) h21RZ (iq)2 х
~ r. ' :: • 2

то, полагая iq = р, видим, ЧТ:) фУ:-I:"'":IZЛ: 11Г)~.., имеет пвостые полюсы в
точках ~ = ~ in' в которых .1, Ipl = О ..~ . -,

Согласно обобщенной теореме разложеввя получаем [3]

-е

~.< 2 -k(,-O} ~ ",,(2) ( . _ )
(1, r '",.., = е ~ l' jn t- ',Т.

;= 1
(10)

Применение к разложению (10) оператора л;;;-~ дает уравнение 18\ .
Лемма 2. Ес.1И выполнены условия леммы 1, то правая ФУНКЦИЯ Гри-

на задачи (1) - (4) имеет вид

W+ (t 2 -k(t-"t ) ~ ~ p(l) (t )г -1:,Г,[-t,Ч,<р,а)=-е -"" ... jn -'t,r Х
n 111=0 n./=I

р:;т (Т]) р;m (!1)
х n n cosт (т - а) (11)

~ г; т (!1)112 'У'
п

где

д о к а з а т е л ь с т в о. В образах Лежандра - Фурье по ([-t, <р) и

Лапласа по t для функции

+. +(Wr )nUl = LЛmn [Wy ]

получаем задачу

[
d2 2 d ( ' (

dr2 + r dГ - q2 +
1)2 1 ]'Vn +- --
2 4 + •г2 ) (Wr)mг = О,

(hll 1г + h12P + h1З) (wt):п \г=я, = О,

(h d h h ) (w+ ' ) -p1:+ima-m
21 CiГ + 22Р + 23 r )mn г=я, = - е Х Pvn (n)·

Решением задачи (12) является функция

h\n (р) U 1 . I (qr, qR t ) - hllR tq
2V I I (qr, qR j )

(wt)::zп = Vn1-Т ' 2" "n+2"' 2"
/1 1 1 (р)

vn+ 2" ' 2"

ФIn (г, р)

- ~ 1 (р)

"n+2' 2

Повторение рассуждений леммы 1 приводит К функции (11).

7~

(12)
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Лемма 3. Пусть выполнены условия леммы 1. Тогда функция Коши
задачи (1) - (4) определяется по формуле

ь2 ес оо

к и, Г, р, 11, 11, ер, а) = 2 ~ «" ~ е; ~ Pj n (t, Г, р) Х
а т=О n,j=1

р:;m (11) р:;m (/t)
х R ·n n n cos т (т - а) (13)

t-'1 II P; m (/-L ) !I2 у,
n

где

{
р± ( ) Qjn f + к: ( ) -Qjnf R - Rр . (! г ) _ [п Г,р е jn Г,р е ,если l~Г~.P~ 2'

Jn , ,р - _ ,
pt,. (р, г) e

Qj nl + г; (р, г) e-Qjn l , если R1~ Р ~ г ~ R2 ;

Р :!= ( ) _ Aj n (х, у) ± B jn (х, у) •
1" Х,У - G е '

in ± Qjn [п

А/n (х, у) = Ау. +..!....,..!.... (г, р, ~in);
n 2 2

B jn (х, у) = в , I (г, р, ~jn).
Y"~'2

Д о к а з а т е л ь с т во. Применяя к задаче для функции К операторы

лmn И L, для К;"" получаем задачу

[~ + ~ !!.- _ ( ~ + (vn++)2-+)JK8 =
dr~ г dг q г2 тп

ь
2

"= __0_ р-m ( ) е/пш u (г - р)
а2 vn 11 р2'

(hsl :г + hs2p + hs3) К:" Ir=Rs' s = 1,2.

Легко убедиться, что

( 14)

b2qp- m ('1])

К
• О ~

mn(г, р, Р) = a2~ 1 I (Р) Х
Vn+i""' 2

{

Фln (г, р) Ф2n (р, р), если к. ~ г ~ р ~ я;

Х Фln (р, р) Ф2n (г, р), если R1~ р ~ г ~ R2•

Применяя к к:" сначала по известной методике [7] оператор L-1, а затем

оператор л;;;А, получаем формулу [13].
Лемма 4, При выполнении условий леммы 1 трансверсальная функция

Грина задачи (1) - (4) имеет такую конструкцию:

1 ,, 2

W - го - k(t-'t)
е (! -Т, г, р, 11, <р, а) = ~e Х

ес ос

Х ~ г.; ~ р/n (t - Т, г, р) ~/n Х
т=О n , j = 1

р;m (J.1) др:;m (f!o)
Х 11 n COSт (П'> - а) .

11 р:;m (ft) If дft 't" •

"

(15)

Доказательство приводится по схеме доказательства леммы 3.
Теорема. Обобщенные температурные поля в полом однородном изотроп­

ном шаровом секторе D описывает при наличии главных решений функция

f I 2:< R,

T(I,r,11,<P) = JdTJ d'!l) da S E(t-'t,Т,Р,11,'!l,<р,а) Х
о ILO О R,



t I 2n

Х fl (1", р, 1'], а) p2dp + ) d't ~ dl1~' [w;- (' - " Г, 11,11, <р, а) 'Фt (1:,11, а) +
с- ~

+ W: (! - Т, г, 11, '1, Ч, а) 't~ [т '1, а)] da +
I ~ R,

+ ~ dc i йа ~. 1\711 (! -Т, г, p,!J, Ч. а)fб(Т' р, а) p~Йp+
t с я,

1 2., R, , _

+ f d1'] f йа i к (t, т, р, J1, Т], If, а) [/3 (р, 11. а) -;- ;~ i'.! (р, '1, а) p2dp +
J.t. G R, "

d 1 2.; ~!

+ dГ f dl1 ~ аа ~ К (t, г, р , f1,11, <р, а) f2 (Р. 11, а)l p'.!dp. (16)
).L. о н,

Д О К а з а т е л ь с т в о. Перепишем формулу (16) в виде суммы свер­
ток:

т = Е**** /1 +~*** 'Фl + wt*** 'Ф2 +1 ).L<Pr I ).L 'I>· I I1 Q>

+ W e*** t6 + К*** [fз + bb~ f2] + дд~ ***{2'' 'I>r 11 '1>' О 11 '1>'

Справедливость теоремы вытекает из свойств фундаментальных функций

задачи (1) - (4), описанных в леммах 1-4, теорем о непрерывности и непре­

рывной дифференцируемости сверток {7] и равенства

(д;~ *** t) I = - bibo2
f.

J.t <Р' 1=0

Если в выражении (16) устремить Cq к бесконечности (ЬО -+- О, т, -+- О),

то получим структуру классического температурного поля в шаровом сек­

торе D . Параметры h и ~ дают возможность из формулы (16) получить реше­

ние задачи при задании на одной из двух границ r = Rj или на обеих од­

новременно любого из граничных условий 1, II и III рода .

J. Карелоу Х. С., Егер д. К. Теплопроводность твердых тел.- М. : Наука , 1964.- 487 с.

2. Кошляхов И. С.• Глинер Э. Б .• Смирнов М . М. Уравнения в частных производных мате­

матической физики.- М. : Высш. школа, 1970.- 7]0 с.

3. Лаврентьев М . А . , Шабат Б . В . Методы теории функций комплексного переменного.­

М. : Наука, 1973.- 736 с.

4. Ленюк М . П . О волновом уравнении теплопроводности.- Укр. мат. журн ., 1972, 24,
N2 6, С. 832-838.

5. Лыков А. В. Теория теплопроводности.- М. : Высш. школа, 1967.- 600 с.

6. Подстригач Я. С., Каляно Ю. М. Обобщенная термомеханика.- Киев : Наук, думка,

1976.- 310 с.

7. Шилов Г. Е. Математический анализ . Второй специальный курс.- М. : Наука, 1965.­
328 с.

Черновицкий университет

УДК 536.21

В. Н. Михайлов

ТЕПЛОПЕРЕДАЧА В ТОНКИХ АНИЗОТРОПНЫХ

ПЛАСТИНКАХ СО СЛОЖНЫМИ ГРАНИЦАМИ

Поступила в редколеггию

03.07.79

Рассмотрим задачу определения температурного поля в тонкой анизотроп­

ной пластинке толщиной h. Совместим плоскость хОу прямоугольной систе­

мы координат хуг со срединной плоскостью пластинки. Считаем, что ось z
совпадает с одной из главных осей теплопроводности, а оси х, у - с двумя
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