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ВЛИЯНИЕ ТЕПЛООТДАЧИ С БОКОВЫХ ПОВЕрхностей

НА РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ

В ТРЕХСЛОйНОЙ плите

(2)

х

Рис. 1.

(3)

Граничные условия имеют вид

Шд I = %1 (У1 - t 'х=о),
х х=О

д! Iах _ = %2 (Т2 - t Ix=x,),
Х-Х;1

а · а
где %1 = 11; %2= г; а1 и а2 - коэффициенты теп-

" '] 3

лоотдачи с верхней и нижней поверхности плиты со-

ответственно; Т1 , Т2 - температуры сред, омываю

щих верхнюю и нижнюю поверхность соответственно.

Определение нестационарного температурного поля в рассматриваемой

системе связано с решением дифференциального уравнения теплопровод

ности В, 3]

:х ['Л(х) ~~ ] = С (х) Р (х) ~T • (4)

Подставляя сюда выражения для л (х), С (х) и Р (х), представленные в

виде (1), и используя при этом соотношения [1, 2]
dS (х-Ь)t (х) б.; (х - Ь) = f (Ь) Ь.: (х, - Ь), б., (х - Ь) = - dx '

з.: (х) ь: (х) = О, х 1 S (5)
i + (х2-ч S_ (х - х]) + ('Хз -ч _ (х - х2)

= ;'} +( ~2 - ~i ) з.. (х - х1) +( ~з - ~2) з.. (х - х2) ,
получаем дифференциальное уравнение с разрывными коэффициентами

дд
2

; = [_1 + (_1 __1)S_ (х _ xJ л, (_1 __1) S_ (х _ xJ1!.!.- _
х а] ~ clt ' lZз ~ , J дт

дil '1" дtl- (л* - 1) дх х=х, 0_ (х - xJ -! 1.** - 1) б_ (х - х2) дх Ix=x, , (6)
'}.. '}..

где л*= г; л* *= -.,L; а" - коэффициенты теплопроводности слоев.
] ~S .

Применяя преобразование Лапласа по времени 1: к граничным условиям
(3) и уравнению (6), находим

dГ I (Т· - )
dx х=О = - %1 -+ - t Ix=o , (7)

Определим нестационарное температурное поле в трехслойной плите при

различных начальных значениях температуры в каЖДО~1 из слоев. Между

ограничивающими поверхностями плиты и окружающими средами проис

ходит теплообмен по закону Ньютона. Рассмотрим элемент конструкции (рис.

1)в виде трех составляющих различной толщины х" (k = 1,2,3), которые ха

рактеризуются различными теплофизическими параметрами Х (х): коэффици

ентом теплопроводности Лk • удельной теплоемкостью Ck, плотностьюPk' И могут
быть представлены с помощью единичных асимметричных функций в виде

Х (х) = %] + (%2 - %1) S_ (х - х1) + (%з - %2) S_ (х - хз) . (1)

{
1 х" ~ О

Здесь S_ (Xk) = ' ,р- - единичные асимметричные функции.
О, », < О

Аналогично представим начальные температурные условия системы

t 1,=0 = t1 + (t2 - t1) S_ (х - х1) (tз - t2) S_ (х - Х2) .

О
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dd
t I = Xz(.!i. - t Ix=",,) ,
Х "="', <

d
27 = 'l--I + (_I __1 ) з: (х _ х1) + 1_1 __1 ) з: (х - xz)] хdx 2 аl '-. а2 аl \ llз а2

Х (st - t1 - и2 - '1) S_ (х - х1) - (tз - t~ S_ (х - Xz)J -

-(л*-I)о_(х-х1) dd' 1_ -( ,:* -1)о_(х-х 2) dd
t I . (8)

Х Х-Х, f\. Х Х'==Х2

Вводя обозначения

.и1 = tS_ (Х - х1) , Uz = [S_ (х - Х2) (9)
и умножая поочередно уравнение (8) на S_ (х - XJ и S_ (х - Х), используя

при этом (1] выражения

S ( ) .!: ( ) _ { О, Х; ~ Xk'_ X-Xk U_ Х-Х; -
0_ (Х - Х;), Х! > Xk, (10)

S_ (Х - Xk) S_(x - х/) = S_ (Х - XtJ, Xk > Х;

И соотношения (5), получаем систему двух уравнении с постоянными коэф

фициентами

гч: 5 t d] I-+--Uz = - _B_S_(X-X2 ) +O_(X-Xz) - +
dx аз аз dx ..= ...

+ 0_ (Х - х2) ll..=x.,
d

2U}
__5_ И1 = _ (_1 1)sUz _ ~[S_(Х-хJ-S_(Х - Хз) ] -dx а2 а2 ав а2

_...!l S_(x-x )-(-'-' -1)O_(X-XJ dl I +
аз z л.** dx х=х.

+ 0_ (х - Х1) ~ 1..= х . + O~ (х - х1) t1=, . (J1)

Решив первое, затем второе уравнения системы (11) и подставив полу

ченные выражения в уравнение (8), получим дифференциальное уравнение

относительно Гс постоянными коэффициентами. Общее решение будет иметь
вид

t = А сЬ иIХ + В shи1х + -2. - ~ 11 - сЬ v1 (х - x1)J S_ (х - X t ) +
5 <

t+ _В (а**)2 [1 - сЬ V 1 (х - Х2)] S_ (х - х2) +s

+ ..2. {[ 1 - (a**)ZJ [1 - сЬ v1(Х - Х2)] + сЬ v1(Х - Х2) - ch Vз (Х - Х2) } х
5

х S_(X-X2) +~ {[1-chv2(Х-Хl)]S-(Х-Хl)-[l-chv2(Х-Х2)jх
5

Х S_ (х- x~) + [сЬи2(х- Х1) - chv1(x-X1»)S_ (х - x1)t Ix=.<, +
- [ 1+ [сЬ Vз (Х - Х2) - ch и2 (х - х2) ] S_ (х - X~ t 1=, + v;- shVz (х - Х1) -

- ~ shи1 (х - X1) ] з: (Х - х1) dx
di I + [-1 shVз (х - xz) -

~ -~ ~

- ~** ShVZ(X-Х2) ] S_ (x-х:J ddi 1, (12)
и2 х х=х:

где

V1 = V :1; и2 = V :2; Vз ~ V ~; а* = V ~; а** = V :~ .
Воспользовавшись граничными условиями (7), из соотношения (12)

u - - di di '
наидем постоянные А, В, tlx= .." tlх= ... , -d 'dx • Подставляя полу-

х Х=Х• Х=Х1!

ченные выражения обратно в формулу (12), трансформанту температуры
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(13)

(14)

находим в виде

t = F (х, 8)
s'!' (8)

Здесь F (х, 8), Ч' (8) - обобщенные полиномы относительно s. Переход к

оригиналу осуществляется по известной формуле разложения Ващенко

Захарченко. Таким образом,

t F (О , х) + 2 {-, F (f.1n, х) ( n F )tt = '1" (О) ~ '1" (f.1,J ехр - /L~ о,
11=1

где

Х = ~ . X 1= ..=L · X2=~'
хэ ' Ха ' Ха '

Т* = .!i- . Т** = ..!.:L. Fo = аэ't2 " В1· " Х
[, , /2 ' Хз 1 = ""] з; •

в., = Х2ХЗ; Л = R + Х] (1 - ;* )- Х2 ( R - ;* );
м (Х) = Х - ~~. 1(1..* - I)(X - Х1) 5_ (Х - Х1) + (1- л**)(Х - Х2) х

х 5_ (Х - Х2)) ;

F (/Ln) = t**a* (sin а*81 - sin а*82) + t*a** sin 82 - sin 81 + Но cos /Ln -

- t", {sin82 - а** sin а** 82~ [1 - (а**)2] sin 8z} - н1(а* sin a*~ - sin 81) +
+ 1'1 (а* sin а*82 - а** sin а**82) + Н2(cos а*81 - л~* cos~) +

+ i~ (сов а**82 - л.*cosа* 8z)- ~: <Т** - Но sin /Ln - t* (а**)2 (l 

- cos 82) - cos~ - t* {Р - (а**)21 (1 - cos Вz) +cos 82 - COS a**8z} +
+ t** (cosа*81 - cosa*8J - Н] (сов а*8] - сов 81) + 1'1 (cosа* 8z - cosа**82)-

Н (1 . * л.*. ) . ~ **(1 . ** sill а*В2 ).- 27 SIП а 8]- sш 81 -1'2'" """(i*"* sш а 8z - л.* *а* ,

Р2 (/Ln, Х) = COS /LnX +~ sin /LnX + 11 (cosa*E1 - cosE1) 5_(Х - Х])
f.tn

-Z1(соsа*Е 2-соsа**Е 2) 5_ (Х - Х2) - lз ( ~* ~ina*E1-

- л* sin Е1) 5_ (Х - Х1) + Z2 (a~. sin а**Е2 - S~.~:~2) 5_ (Х - XJ;

ЧГ' (/Ln) = flncos /Ln + ы, (sin fln + C:~n ) + 1ъ. (a*sin a*~ - sin 81) +
+ 81/1 [(а*)2 eosa*~ - сов е.] - Zз (а* siп a*8z - а** sin a**8z)-

- 8 2Z1 [(а*)2 cosa*8z - (а**)2 cosа** 8:J + ТJZ (cosa*~ - л*(юs8J-

- 81fз (а* sin a*~ - 'А.* sin~) + Z~ (cos а**&.! - л~. COS а*82) +

+ Z282 (а** sin а**82 - ~: sin а*82) + ~~ [cos /Ln + ~~ sin /Ln +
+ 11 (сов а*81 - cos 81)- Z1 (cosа*В:! - cosа** 8:J - fз'fl4 +
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..L Z f 1 • ** sin а"' Е 2 ) • _ В' ( _ sin ftn_ \ _
• .) . ---;;;--* s1П а е2 - *' ** + !ln slП !l1l ]1 COS!ln 11. I-. а' а л. , ""~

-1h (соз a*~ - сов (1) + 81/1 (а* sin а*81 - sin (1) + zЗ (сов а*Бz - соь 82) -

- 82Z 1 (а* sin а*82 - а** sin а**в2) + '1']2'1']4 + 8Jз (COSa*81- л* cos е.) +
Z (

1 . ** с sin а*Е2 ) Z (** 1 * )].+ 4 ~S1Па е2 - а*л** - 282 соз с - Бz- л** cosa 82 •

1'1 = Но sin !lIlX2+ [** (] - COSа*8з) + cos 8з +
Н ( * н (1 . '" sin ез )+ 1 cosa 8з-СОSВз) + 2 агS1Па'8з- л** ;

1'2 = Но cos I1nX2 - sin 8з + t**a* sin а*8з - Н1 (а* sin а*8з - sin ез) +
+Н2 (cos а*8з -,)* cos 8з); f1 = COS I1I1Xl + ~~ зш !lnX1); [2 = cos a*8~ -

f 1 (. Х в., Х ) f 1 . '" ~ * .- cos 8з; 3 = 'v SlП!ln 1 - ~ COS ~tll 1; 4 = (i* вш а ' 8з - /1, S1П 8з;

15 = а* sin а*8з - sin 8з; Тв = cos а*8з - л* cos 8з ;

'1']1 = Bi1 (Х1 cos !lIlXl - :n sin I1I1Xl) - !lnXl sin !lnXl;

'I'J2= ~* [1l"X1COS!lnXl+ Вi1(Х1 Si П !lIlХ I + :n COSllnX1)];

( * ~*) 1 (. * ~",. )'1']з=8з cosa 8з-/1, СОS8з.; 'l']4=аг sша 81-",'S1Пе1 ;

'1']5 = 8з [(а*)2 cos а*ез - cos 8з];

( ~ * . * . * ) z Х Bii · Х +'1']6 = 102 {\; S IП 8з - а эш а 8з ; 1 = cos Iln 2 + -- SlП 1111 2
IJ."

+М2 - [3[4; Z2 = л** (B~; cos I1nX2 - sin !lIlX2 - fJ5 + Мв);

Z3 --.:..- Bi1 (Х2 cos !lI1X2 - -1- sin !l"X2) - !lIlX2sin IlnX2 + Тhf2 - езf1tn
I-In

- t4'1']2 - fз'YJз; Z4 = л** lf.tI1 X2 COS IlnXz + ВЬ (xz sin I1I1Xz + :n _cos IlIlXz) +

+ Тl1f5 + 'l']zlG + 'YJ5f1+ 'l']6fз];

Но = (1 - Т*) Вi1
; Н1 = Но sin IlnXl + 1;

f1n

Н2 = ~*O cos !lIlXl; Е1 = !ln(Х - Х1) ;

Е',! = Iln(Х - Х2) ; 81 = I1-n (1 -X1);
. 1

8з = !ln(Х2 - Х1) ; t** = -t;
82 = 11-11 (1 - Xz);

t* = Ь-.
11 •

1111 = i V ~n Х3 - корни трансцендентного уравнения
з

sin ~tll - ~ COS f!1I + fl (а* sin а*81 - sin 101) - Zl (а* sin а*82
I-In
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По формуле (14) проведены численные исследования влияния теплоот

дачи на распределение температуры в трехслойной плите с различными на

чальными температурами состаВ.1ЯЮЩИХ . Вычисление частичных сумм про

водилось С удвоенной точностью на ЭШ\1 «БЭСМ-б». Начальные температуры

и толщины слоев принимались такими: t1 = ts = 4000С, t2 = 10000 С, Т1 =
= Т2 = 200С, Х1 = 0,5, Х2 = 0,6 .

Полученные результаты используются для исследования процесса прес

совки стеклодеталей в предположении, что верхний и нижний СЛОИ изготовле

ны из стали 2Х 13, а средний - из стекла С95-2. Теплофизические характе-

t ~
- 4

"

0.2 0,4 0.6

Рис. 2

х 0.'2 0.4 0.6

Рис . 3

0./1

ристики следующие : Л:1 = Аз = 0,075 кал/см . с . град, аз = аз = 0,75 см2/с,

"'2 = 0,04 кал/см . с . град, ~ = 0,002 см?/с .

Результаты исследований приведены в виде графиков на рис. 2-3.
На рис. 2 показано распределение относительной температуры по толщине

плиты при Fo = 0,01, Bi2 = 1,0 и значениях Bi1 = 1,0 (кривая 1), В г, = 10,0
(кривая 2). Анализ полученной зависимости показывает, что с уменьшением

теплоотдачи с верхней поверхности температура в плите увеличивается.

При этом в среднем слое градиент температуры уменьшается . На рис. 3
показана зависимость относительной температуры в центре среднего слоя

плиты (Х = 0,55) от Вг, при Bi2 = 1,0 и различных значениях числа Фурье

Fo = 0,01, 0, 1, 0,5 (кривые 1-3 соответственно). Как видно из этого

рисунка, температура 13 центре среднего слоя плиты с увеличением времени

уменьшается . Интенсивность уменьше ния увеличивается с ростом теплоот

дачи .
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А . П. Слесаренко, О. Н. Бобылева

СТРУКТУРНЫй МЕТОД В КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ

МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ ДЛЯ I<YСОЧНО-ОДНОРОДНЫХ СРЕД

Для решения задачи теплопроводности, электростатики и магнитостатики в

областях сложной формы с кусочно-однородной средой рассмотрим приме 

нение одной модификации структурного метода в сочетании с методом Рит-
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