
соответствующее граничным условиям (контурные узлы) . При этом также

реализуются условия (3)-(5) на функцию температуры и метятся узлы в

области Q N, которые подлежат варьированию по алгоритму (7).
Предложенная методика позволяет провести широкий комплекс ис­

следований по оптимизации напряженно-деформированного состояния гиб­

ких оболочек . С этой целью зависимости Е (t), ~ (t), граничные условия,

критерий оптимальности (6), а также ограничения на температуру (3)-(5)
отдельно записаны в виде подпрограмм, что ПОЗВО.1Яет их видоизменять.

Для оценки точности решения осуществляетсяпересчет задачи при различ­

ных сетках разбиения .области оболочки. Результаты считаюгся приемле­

мыми, если погрешность при этом составляет не более 10%.
В качестве примера исследовано оптимальное распределение темпера­

туры (рисунок) в окрестности прямоугольного контура стальной (lXI8H9T)
квадратной в плане сферически пологой оболочки, жесткозащемленнойпо

краям. Шириназоны нагрева2l. По середине зоны, т. е. по контуру х = +С,

У = ± d, достигается максимальная температура to. Другие параметры за-

Дачи следующие' ~ = 1·' !!... = О 5' ~ = о 5' t = Т): Wп (О) = 5 Опре-• Ь " Ь "а " о 'n ~

делено распределение температуры в указанной окрестности, при котором

обеспечиваетсяминимум уровня напряжений (J~+), (J~t) на верхней выпуклой

поверхности оболочки, т . е. Q = шах <1 б~+) \, I б~+) 1). .
На рисунке привелены графики оптимального распределения темпера­

туры в зоне нагрева, а именно по осям симметрии (кривая 1) и по диагональ­

ному сечению (кривая 2). Как видно из рисунка, наблюдается несимметрич­

ность распределения относительно контура с максимальной температурой .
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ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ НАГРЕВОМ

ТЕРМОВЯЗКОУПРУГОГО ЦИЛИНДРА

В работе [2] разработан метод решения задач оптимального по быстродей­
ствию управления нагревом твердого тела при ограничениях на управление

и фазовые координаты, в том числе на термоупругие напряжения . Однако

при высоких температурах модель упругого тела не охватывает процессов

ползучести и релаксации, имеющих место для реальных материалов. Наибо­

лее простой моделью, описывающей указанные процессы в деформируемом

твердом теле при высокой температуре, является модель вязкоупругого

тела [3, 4]. В настоящей статье на примере построения оптимального по бы­
стродействию управления нагревом сплошного цилиндра при ограничениях

на управление и термовязкоупругие напряжения, описываемые вязкоупру-
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гой моделью Максвелла, развит аналитический метод [21 решения задачи

оптимального управления нестационарным температурным режимом при-

менительно к вязкоупругим телам. /
Пусть сплошной длинный вязкоупругий цилиндр нагревается снаружи

с помощью конвективного теплообмена

(2)

(То (1, Т) = дT~, 1:) I ,'t Е (о, 'to»).
Р р=!

(1)

управления t (т)

Тр(1, 'С)+Н[Т(1, T)'-t('t)] =0

Требуется найти ограниченную снизу и сверху функцию

(температуругреющей среды)

~ (т) ~ t (Т) ~ и2 (Т),

чтобы при ограничении на термовязкоупругие напряжения

аl (т) ~ с (Т) ~ а2 (Т) (3)
за минимально короткое время '0 нагреть цилиндр из начального стартового

состояния

Т (р, о) = t (р) (р Е [о, 1J)
в конечное Т (р, '0) с максимальной температурой

тах Т (р, 'to) = ТО (р Е [О, 1])
р

(4)

(5)

и максимальным перепадом температур

тах Т (р, То) - minТ (р, 1)0) ~ БТ (Р Е [О, 1П.
р р

При этом превышение темпер~туры

тах Т (р, т) > ТО (р Е [О, 1])
о

(6)

недопустимо, а температурное поле удовлетворяет уравнению теплопровод­

ности

!1Т = Т; (
д21д дТ \

!1 = -д2 + --д-' Т, = ---;;.::-, РЕ (О, 1), 't>0)\ р Р Р u.
(7)

и условию симметричности

То (О, т) = О ('t Е [О, 'Со). (8)

Здесь все обозначения и сокращения взяты из работы [21.
Ключевым вопросом при решении задачи управления (1) - (8) является

[2) решение неклассической задачи теплопроводности (4), (7), (8) при условии

(J (Т) = Ь} - с1Т О, Т), (9)
или

где



10

___е:.-- - - - --

С,

y- I

0.5

10

+ ар (о, "С) + 6kaT (р, ,;)1 ехр x i,;dT ехр (-XIT1- x;~ !,ri ..LJ - • .. - X"_ITn_l)} ;

Зku • а Зku

"1, = (3k + 411) fJt ; Т) , = Т); R'Г; Х, = (3Р. -:-:н) '11.;

7:; - продолжительность предвар ительного i-ro этапа нагрева: k. ~ - моду­

ли объемной упругости и сдвига материала; 1');, а, а - козфф.шиевты вяз­
кости , температуропроводности и л инейного расширения: .R - радиус

цилинлра; о- (р , s) - изображен ие по Лапласу тангенциальных температур-

а Р Р. .l. а--__
р.

ных напряжений а,. (р, Т); аЧJ - тангенциальные термоупругие напряжения

в сплошном цилиндре, которые выражаются [1] так :

a~ (р, Т) = з~8~k~~ [jрТ (р , '"С) dp +~ fрТ (р, '"С) dp - Т (р, Т)] (р -=1= О);
о р о .

a~ (О. '"С) = з;8~~~ [j рТ (р, Т) dp - 0,5Т (О, Т)J.
Решение задачи теплопроводности (4), (7) - (9) либо (4), (7), (8), (10) с

использованием выражения (11) для температурных напряжений можно

представить в виде

(12)

(Т Е (О, то]) ,

i 1

Т (р, '"С) = ~ f Ь* (,; - 1') Т, (р, ТJ.) dfJ + f f ('n) Т)Т2 (р, 1'), Т) d,n
о

где для задачи (4), (7) - (9)

Ь* (Т) = +~ iЬ1 (Т - Т) (1 + "1,,1') dfJ + ;J:a. [ 2tpZ" (р) dp - г; (1)Jх
n~1 С ;

Х ехр l- l Т) + ~ L ~ fa /j) (l, Т) d't [ ,\,,,1] ,, + (1 - ,\,,,1],,) х
1In i = l 1]1 о !J. !J.

Х ехр (- ~ т)];
1 00 2

'" '\:" ехр л.,,'t
T1 (р, Т) = ~o <р" (р) , " + ~I il ( л.n) 10 (ЛnР) ;

'>о , 2
. '" ехр л,,'t

Т2 (р, 'N, Т) = '\J (р, 1') + 2..J il (л) 'о (л,nр) {- 2 + (2л'nК1 (Л-n) +
'I=J

+ (л~ - ),~Cl - l'nСl) Ко (Л-n) ] 10(л'nn)};
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~ (л.) = ~2 (л.2 - ,,?nCl) /0 (л) - 0~5 (4 + л2._ "'2C1 -l'nСl) /1 ("');

л'n = аn ± i~n (n = 1, 2, ... ; i = V -1) -]\орни уравнения

2Лl1 (Л,) = (,.,2- Л,2С1 - "?nСl) 10 (Л,); (13)
для задачи (4), (7), (8), (10)

Ь* (1:) = +~ IЬ2 (1: - n) (1 + Уn11) d'rj + ::а и pZn(р) dp - о.ьз, (О)Jх
n-l 'i

Х ехр (- .в, 1:)+ ~ ~ ~ 5а<р (О, 'С) d'C [YnТJn + (1 - 'Уn'1n) Х
ЧN [=] '11 О /1 IJ.

(14)

0.5
Рис . 3

х ехр (- :n 1))];
~ ~ ехрл;'t

T1 (р, 1') = ~o qJn (р) т
n + f:J ~ (Лn) /0 ("'nР);

00 2
~ ехр лn't

Т2 (р, 11, т) = 1jJ (р, 11) +!::, ~ (Лn ) 1о (Л,nР) !- 1 + л'n [/1 ("'n)Ко (л'n'У!) +

+ 10 ("'n'У!) K1("'nт; Ll (л,) = 0,5 [10 (л,) - 1 + 2с2] ; h = з~8~k:1J. :

Л,n = аn ± i~n (n = 1, 2, . ..) - корни
. уравнения

Л11 (л,) = 0,5"'2 - (Уn + л,2) С2 . (15)

На рис. 1 и 2 показано поведение

корней уравнений (13), (15), откуда вид­

но, что при c1 = С2 = О эти уравнения име­

ют двукратные нулевые корни л = О. По-

этому для выражений (12) <ро (р) = -} (1­

- 3( 2), <Рl (р) = - 8, 1jJ (р, 'У!) = 4 (1 - 112),

а ДЛЯ выражении (14) <Ро (р) = - ; (1 ­

- 6( 2) , <{Jl (р) = 16, 1jJ (р, 'У!) = 4 (1 -
- 'У!2) lп 'У!. В остальных случаях при c1 =1= О

и С2 =1= О <Рn (р) = 1jJ (р, 11) = о.

'[3 ТО Найденные температурные поля поз-
воляют по известной методике [2] для

рассматриваемой здесь задачи построить

оптимальное управление.

В качестве примера проведен расчет оптимального управления цилиндра

при следующих исходных данных: f (р) = и1 (Т) = С1 = О, и2 (т) = to=
= const, Ь1 = -O,lhtg, Н = "?n = 1, То = 0,7/0' дТ = O,lto, а напряжения
растяжения не ограничивают скорости нагрева цилиндра. На рис. 3 при­

ведены расчетные данные для искомого управления 1 ('C) /to (кривая З) и из­

менения температур цилиндра Т (О, 1:)/10 (кривая 1), Т (l, 7:)/10 (кривая 2).
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