
Зависимость kf от параметра в при фиксированной ширине зоны контак­

та (д = +) приведена на рис. ~. При в = О величина k, совпадает с его

значением, полученнымнесколько другим путем в работе [1]. Следует от­
метить, что существуют единственные значения параметров ll:!= -a1 и

ао = al/9, которые не влияют на ширину зоны контакта (б = +), достигае -

мую с помощью параметра аl (рис. 3). При этом величина k, = 1,01497 в

отличие от случая ао = а2 = О, когда k1 = 1,08866. это позволяет сделать

вывод о том, что интенсивность напряжений в вершинах контактирующей

трещины существенно зависит не только от ширины зоны контакта, но и от

характера нагружения, при котором она достигается.
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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ

ТЕРМОИЗОЛИРОВАННЫХ ТРЕЩИН В БЕСКОНЕЧНОМ ТЕЛЕ

Пусть упругое бесконечное тело, ослабленное N плоскими произвольно рас­

положенными термоизолированными эллиптическими трещинами (разреза-

ми) Sn (n = 1, N), находится под действием теплового потока q (X1 , Х2, Хз)
и заданных на поверхностях трещин внешних усилий N ;n (Nзn - нормаль­

ные, N 1n И N 2n - касательные внешние усилия). Ес.1И выбрать локальные

системы координат 0nХlnХ2nХЗn таким образом, что плоскость Xl nOnX 2n сов­

падает с плоскостью расположения n-й трещины, то задача об определении

в теле с трещинами температурного поля и напряжений сводится к решению

системы интегро-дифференциальных уравнений [1, 4]
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(2)

(3)

= 1-;; V н.; (Xln, Х2n) + f, (' (' [t a 5k (~, '1']) x'15kn (Xln, Х2n, ~ , '1']) +
k=1 ~] 5= 1

k

+ aOY kX1kn (Xln,. Х2n, ~, '11)] ~d'l'] (п = 1, Лl), (Xln, X2n) Е Sn' (1) :

.в формулах (1) штрих возле знака суммы означает, что в ней опущен

член с номером k = п; qn (Xln, Х2n) - нормальная составляющая теплового

потока к плоскости расположения п-й трещины в области Sn; ", G - соот­

ветственно коэффициент Пуассона и модуль сдвига; ао = a t (l + ")' где
дЗ д2

at- коэффициент линейного теплового расширения; дn= -2- + ---т-
дх ln д 2n

двумерный оператор Лапласа; Ron = [(Xln - ~2) + (Х2n - 112]'/' - рас­
стояние между двумя произвольными точками области S п С координатами

(Xl n' Х2n) И (~, ')1); .

з.; (Xln, Х2n, ~, '11) = дх
д r-г- (-R')] о;
3n L 3kn kn Х3n=

X1kn (Xl n, Х2n, ~, '11) = [X3kn ±(дд; 1/13 + дх , д~2 . 1i/з) -г--
;=1 x/kn ,kn (,+I)kn kп

- 2Г(ll1з + 1213) -R' +(г [;/3 +г 1;13) -R'] о •
3kn kn 2kn 11m kn хзn=

а все другие обозначения такие, как в работе [4]. Далее предполагаем, что

заданные функции qno N jn представляются в виде многочленов по перемен­

ным Xln И Х2/1'

Если трещины не пересекаются,а расстояниемежду их центрами боль-

ше 2аno где аn (п = 1, N) - большие полуоси эллипсов, то ядра . системы ин­

тегральных уравнений (1) разлагаются в сходящиеся ряды по отрицательным

степеням d (d = тin dkn):

з.; (Xln, Х2n, 1;, Т])] 00 jS<,:',1 (Х1n, Х2n, S, Т]),
_~, __1_ (1')

X/ skn (Xln. Х2n, S. 'I'\) - ~o d p+2 X/ skn (Xln, Х2n. S, '11),

ХIkn (Xln, Х2n, ~, 'I'\) xl~~ (Xln. Х2n, S. n).

Легко убедиться, что функции S~~). XI~kn и xl~~ есть мно­
гочлены переменных Х1n, Х2n, ~. N. Если представить также 'Уn и а/n в виде ряда

'\'n (Xln, Х2n) } = ~ .з.{,\,nр (Xln, Х2n). (4)
а/n (Х1n. X2n) 1'=0 а" а/пр (Х1n. Х2n).

подставить их в уравнения (1). предварительно разложив ядра этих уравне­

ний в ряд (3). и приравнять выражения при одинаковых степенях d, для опре­

деления ,\,nр И alnp получим рекуррентную систему интегральных уравнений

(' (' 1'nг (г") ~ f, Г~ (' \ s(r-2-p )
ь; JJ R

On
d1;d'l'] = uroqn (Хn) + .:::" г: JJ 'Ykp (rk) kn (rk' Хn) ~ф],

5
n

k=1 1'=0 5
k

дn \\ a i;(f
n) ~d'I'\+(-I)/(l-б/з)v д д. ~\[aln(Гn)-!---

~J ОП X(3_I)n 5] x2n
n n

- а2n (г") ьг:д J~RdТJ - (1 - бiз) ао -дд (' \ 1'n~ (гn) d~dn = 'а V н; (Хn) бго +
х2n on ч; JJ Оп

5"

~ ±,гf~~ [± a skp (rk) xY;;..2-Р) (rk' Хn) + aoYkp (rk) xI~2-р) (rk' хn) ] ~d'l'].
;;:=1 />=" Sk 5=1 (5)



(7)

(8)

(6) .

В интегральных уравнениях (5) через Г~ обозначена точка области Sk с ко­

ординатами (1;k' 'Y) k) в k-й локальной системе координат, через хп - точка

области Sn с координатами (Xln, Х2n) В л-й локальной системе координат.

Так как в рассматриваемом случае правые части уравнений (5) есть мно­

гочлены переменных XIt1 и Х:п, то для решения этих уравнений можно вос­

пользоваться методикой работы [6]. С этой целью представим "rnr (гп) в

виде произведения

"rnr (гп) = V- L (гп) Мр (гп),
~2 1]2

L(гJ=-+--l,
~ ~

где Мг (г11) - многочлены переменных ~ и 'У) с неизвестными коэффициента­

ми, причем степень этих многочленов такая же, как и в правой части перво­

го уравнения (5).
Подставляя равенства (6) в первое из уравнений (5) и приравнивая вы­

ражения при одинаковых степенях многочленов, предварительно вычислив

по методике [6] соответствующие интегралы, получаем систему алгебраиче­

ских уравнений для определения коэффициентов многочленов Мr (гп).

В частности, когда тело, ослабленное N одинаковыми эллиптическими трещи­

нами, находится под действием однородного теплового потока, получаем

Мо (гп) = - . 2: ; n(k) , M1 (гп) = М2 (гп) = О,

Ь'!. N г

м, (гп) = 4л:2Е2 (k) ~ Qk' ooSkn.
I.=f

Ь2 (a~ _ Ь2) N I [ Klkn~
М4 (г п) = 4л:2Е (k) ~ . Qkloo (а2 _ 2Ь2) Е (k) + Ь2 F (k) +

1.=1

K2knТJ ]+ (2а2 - Ь2) Е (k) - Ь2Р (k) ,

где F (k), Е (k) - полные эллиптические интегралы первого и второго рода

k = Va2- Ь2/а; Ii f = 11 1;/'У)/ V - L (rk) dSdn;
Sk

3

э: = 3еЗkп ~ eiknlj3 - lзз;
;=!

к.: = 3 [(lзz - 5ffiikne3kl1) ~I е jknl (3 + еЗkп ~/filjЗ + 3lЗЗffilkП] ;

3

ffi (kn = ~ lljeikn.
i=1

для решения интегральных уравнений.(5) задачи термсупругоста пред­

етавим ainг в виде произведения

alnг (хп) = V - L (хп) Clr (Хп)' (9)

Здесь С/ г. (Хп) - многочлены переменных Хlп И X2n, степень которых равна

етепени многочлена правой части интегральных уравнений (5). Поступая

аналогично предыдущему, сводим задачу об определении коэффициентов мно­

гочлена С/г (Хп) К решению системы алгебраических уравнений.

В частности, когда тело е N одинаковыми эллиптнческнми термоизоли­

рованными трещинами находится кроме теплового потока под действием по­

етоянных нормальных N3" И касательныхN In, N 2п внешних усилий, заданных

на трещинах, то

С,О (хп) = (BiioXln + B i2f)X2n) (l -l'5i3) + ВИXl,

Сп (хn ) = О, Ci2 (хп) = B i02, (1 О)

Ci3 (Хп) = Вiоз + ВllЗХlп + Bi23X2n,
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тле Вц; определяются через заданные нагрузки соотношениями

В
_ _ b(I-v)N 1n lг2

100 - '2 ' В210 = 8120 = О,
2nа (k2 - у) Е (k) + vk F (k)]

ь (1 - у) N2nk~ Ь (1 - у) NЗI1
В200 = - 2nа [(k2 + "vk'2)Е (k) _ vk'2F (k)] , Взоо = - 2nОЕ (k) (11)

Вив = (- 1)' A:~it" {(l - k2
) (QI+2 - Qi) F (k) - [(1 - k2

) Ql+2 - QtI Е (k)}

(i=1,2),
N

k2 Ь2 А ,\--." ",(О)
а ао 00 LI qk"'llm

В _ _ k= 1

102 - 3 [(k 2 _ у) Е (k) + vk'2F (k}] ,
N

k2ab2aoAoo ~' qkХ!Шn
1<=1

3 [(k 2 + vk'2) Е (k) - vk'2F (k)] ,
В2О2 = - -------,.,,--------"--'------=---

В ab2aoAoo~, (Ф Q Ф Q)
123 = 3 (Q Q _ Q Q ) LI qk 21kл В - 12kn 6,

Б В 7 6 "=I

В ab2aoAoo~, (Ф Q Ф Q)
213 = 3 (Q Q _ Q Q) LI qk 12kл Б - 2 1kл 7,

Ь в 7 6 k=l

k 2ab2 N 3
В = - ~, ~ FIlBlOO

103 3 «k2 - у) Е (k) + Vk,2F (k)],6;;1 (~I '

В - _ k2ab2
{', J F В

203 - 3 (k2 + Vk,2) Е (k) _ vk,2F (k)] ~I' ~1 2l 100,

аЬ2 N 3

Взоз = - 3Е (k) ~' ~ FЗIВiОО,
k=11=1

N

ЬАоо ~' SknQk100
k=l
2nE (k)

Ь
Аоо ' - 2nЕ (k)' Азо = - ---,,,........,,,...,..,.,.--

Q -_.EL
4 - k,2'

k'=~
а '



Q _ (-1 _ 1-2v
5 - k2

+ 2e1kn (11;, + 12/3) -- e2k,,1;j3 - elklll;j3,

л 3 2 •

Фljkll = (3e3k1l(J)lkll -lЗi) ~ [т/3 + 313i L (etnkllltn/3 + emk/le(fn+J)kn 1tnj3) +
=1 =1

3 •+ 3e3k1l ~ [21miemk/l1tn/3 + (e(tn+l)kIllmi + emk/l1(tn+l)i) ltn/3] -
т=l

3 2 •
- 15e3kn(J)ilm ~ (emk/llm;3 + etnklle(fn+l)kIl1tnj3) - 2 (3e>kn(J)lkIl- [31) ([1/3 + 12;3) +

m= !

+ (3e2k1l(J)lkll -l2t) 1;;з + (3el kll(J)lkIl -l1{) 1;/"3 (i = 1, 2; j = 1, 3),

e4k1l == elkll, l41 == 1){,

2vk,2 ) k,2 ( 2v )
fi4 E(k) + flГ 1-3" +/i'Г F (k),

k,2 ( . k,2+ 1 )
Q& = "Ji4 2F (k) - k,2 Е (k), Q7 = k,2Q&,

о, = (_ 1 + 1 -; 2v k,2 _ 2~~'2) Е (kH- ~: (_ 1+ v + ~~) F (k).

Выражение для F j j определяется через постоянные материала и геомет­

рические параметры, характеризующие расположение трещин формулами

(15) работы [4],
Располагая решением системы интегральных уравнений (1) по соответ­

ствующим формулам п. 3], определяем напряжения в теле с трещинами, а

также коэффициенты интенсивности напряжений. С использованием

результатов работы [6] выражения коэффициентов интенсивности напряже­

ний для рассматриваемой задачи представим в виде формул

(12)

k _ 2GaoQb 11(Z k't sin а cos а
3 - 4 '

3У1t -v (sin 2 а+ k,2 cos2 a)~

где a'l' Ьn - соответственно полуоси п-й эллипсоидальной трещины; Ck j ­

функции, через которые определяются а/n по формулам (9) и (4); а - угол

касательной к контуру трещины с положительным направлением оси 0nX1n;

Xl n , Х2n - координаты точки контура трещины в л-й локальной системе ко­

ординат. Для определения Ck j необходимо иметь решение системы (5). Ког­

да имеется N одинаковых эллиптических термоизолированвых трещин, по­

верхности которых нагружены постоянными внешними усилиями N[п» а

тело е трещинами находится под действием однородного теплового пото­

ка q, то Ck j определяются через геомегрическве параметры. характеризу­

ющие расположение трещин в теле, и постоянные материала по формулам

(10), (11).
Когда имеется только одна термоазолированвая эллиптическая трещина,

а однородный тепловой поток q перпендикулярев к плоскости расположения

трещины, то k1 = О, а

k
2

= - 2GaoQb -vsin 2 а + k,2 cos2 а ,
3 -vn (l-v)

где а и Ь - полуоси эллипса; k' = Ь/а.

61



" 7и 41t ш
б Т 1

Рис. 2Рис.

К,
2.0

0.08

1.5
0.06

0.04

На рис . 1-3 представленыграфики приведеиныхзначений коэффициен-

• / ( 2ОаоЬ J/iщ)'
ТОВ интенсивности напряжении Ki = kt koo koo = , - Зn (1 _'\1) • вычислен-

ных по формулам (l2), когда имеются две одинаковые эллиптические тер­

моиэолированные свободные от внешних усилий трещины . Одна из них

перпендикулярна к направлению однородного теплового потока, а другая

смещается произвольно относительно S
первой. Расположение второй трещи- К2

ны относительно первой характериау-

ется величинами d, ~ и 'ф (см. рис . 2). При вычислениях положено v =0,3;
~ = О; Ь :::;;; а; a/d = 0,25. На рис. 2 приведена зависимость К! от угла qJ,
который определяется через а по формулам .

k' cos а

V sin 2 а+ k,2 cos2 а
COS qJ = ---::--;======:==:--

. sin a
SlП (j) = ,

V~in2 а + k,2 cos2 а

I

5'[
6

I

21\
J

1\
2"

о L.,...---:~_--:3iII~---=...

K;s 4

ОД

-0,6

-0,4

-0.2

Рис. 3



валряжений k2 и kз от угла ,р незначительна. В то же время зависимость k1

ет угла 1р более существенна. Если Ь/а = 0,02, то значение коэффициентов

внгенснвности напряжений в точках пересечения меньшеи полуоси с кон­

туром трещины при рассматриваемых расстояниях между трещинами мало

от..личается от коэффициента интенсивности напряжений, когда имеется тер­

яоиаолированная полосовидная трещина в бесконечном теле, нагруженном

аналогичными нагрузками . Видно, что k1 принимает наибольшее значение,
п

когда Ыа = 1 и Ф = 2 (трещины соосные).

Отметим, что в случае одной эллиптической трещины, нагруженной сдви­

гающими усилиями, полученные результаты совпадают с известными в ра-

боте [5]. .

1. Кит Г. С. Общий метод решения пространственных задач теплопроводности и термо­

упругости для тела с дискообразными трещинами.- Прикл. механика, 1977, ]3 . ..\'11 12,
с. 18-24.

2. Кит Г. С., ХаЙ ·М. В. Интегральные уравнения пространственных задач теплопровод­

ности для тел с трещинами.- дОКЛ. АН УССР. Сер. А, 1975, Ng 8, с. 704-707.
3. Кит Г. С., Хай М. В. Интегральные уравнения пространственных задач термоупругости

для тел с трещинами .- Докл . АН УССР. Сер. А, 1975, Ng 12, с. 1108-1112.
4. Кит Г. С., Хай М. В., Лаишник И. П. Первая основная задача теории упругости Д.1Я

тела с дискообразными треЩИllами.- Мат. методы и фиэ.-мех . поля, 1978, вып, 7, С.26­

32.
5. Разрушенue.- М. : Мир, 1975.- Т. 2.- 364 с.

6. Хай М. В. О решении задач термоупругости для тел с плоскими трещинами, контур ко- ­
торых описывается кривой второго порядка.- Мат. методы и фиэ.-мех. поля, 1980,
вып. 11, с. 80-85.

Институт прикладных проблем
механики и математики АН УССР

УДК 539.377

В. И. Громовык, М. С. Яворский
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Пусть в области R - /! ~ Х ~ R + h, I z I~ 6 бесконечной однородной по­

лосы-пластинки ширины 21 и толщины 26 действуют источники тепла мощ­

ностью q. Поверхности х = + 1 пластинки предполагаются теплоизолиро­

ванными и свободными от внешней нагрузки, а через поверхности г = +6
происходит теплообмен G внешней средой нулевой температуры, причем

коэффициент теплоотдачи есть кусочно-постоянная функция координаты

а (х) = аl +(ао- a j ) N (х). Здесь ао - коэффициент теплоотдачи с части

R - h ~ х ~ R + h боковых поверхностей г = +6; a 1- коэффициент

теплоотдачи с остальной части этих поверхностей; N (х) = S_ (х - R + h)­
- S+ (х - R - h); S± (~) - асимметричные единичные функции.

Неустановившееся температурное поле определим нз уравнения тепло­

проводности

~?:...- _ а (х) Т = _1_ оТ _..!L N (х)
дх2 и, а д1: л '

которое при аналогичных работе (2) допущениях запишется в виде

д
2
Т _ 2Т = (МТ I _ Q) б (х - R) + _1 дТ

дх2 % • x=R А а д'!: ' (1)

где %2 = ~/M; М = 4aoh (1 - ~/ao); Q= 4Mq; Л = 2М;

s (х - R + h) - S, (х - R - h)
6 (х - R) = lim - 2h т - дельта-функция Дирака: л,

11 .... 0
а - коэффициенты теплопроводности и температуропроводности; <V - время.
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