
В частности, когда на поверхностях трещины кроме внешних усилии

залана температура таким образом, что т+ = т- = Т, то У = О [2, 3] и
1-v ~

Р; (х) = -0- N; (х) -СХОV;ЗТ (х), СХО = CXt (1 + v).

Когда имеется термоизолированная трещина, а тело с трещиной нахо­

дится под действием теплового потока q (х) перпендикулярного к плоскости

расположения трещины.ло f.t = О [21, а

Р J - v ~ 1 [r r(Х; - М q (6) d
;(х) = -o-N;(x) +cxo (1 - V;З) 2it J

sJlx-;1
2 ~l ~2-

- ~2 i) 1;~;r 2 (;;i ~~ ~:I~U) duldU2)d~ld~2]'
При отсутствии тепловых нагрузок формулы (12) совпадают с получен­

ными в [5, 61 методами интегральных преобразований в теории упругости.
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Рассмотрим упругую изотропную плоскость комплексной переменной г =
= х + iy с разрезом вдоль отрезка [-l, II оси Ох. Определим напряженное

состояние такой плоскости, обусловленное стационарным температурным

полем Т (х, у) и внешней силовой нагрузкой.

Задача теплопроводности. Пусть на берегах трещины задана темпера­

тура

Т± = t± (х), хЕ f-l, ll.
Температурноеполе ищем в виде [31

(1)

(2)

(3)

1

1 r '1' (т) d,; +~
Т(х, у) = 2",ReF(z), Р(г) = Fo(z) + 2т J ,;-z 2 .

- 1

Здесь ро (г) - комплексный потенциал температурного поля в сплошной

плоскости; С - действительная постоянная; У (8) = Yl (т) + iY2 ("С) - не-

известная функция. действительная часть ее Уl ("С) = ~ и+ ("С) - Г (.-)],
а функция У2 (т) определяется из сингулярного интегрального уравнения

1+~ "~~ ~,; = t2 (х) - С, х Е [-/, п,
-1

где {~ (х) = +и+ (х) + 'г (х)1 - 2 Re г, (г),



(4)

Действительная постоянная С определяется из условия существования

ограниченного на концах разреза решения уравнения (3):
1

C--_I- \ f2(X)dx R(z)=Vz2-12, Jimz-1R(z) = 1,
- m J R+ (х) , , ...ес

-1

а само решение по формуле обращения интеграла типа Коши
I

( )
_ R+ (х») {2 ('t) dl;

"1'2 Х - - + .:n: R (т) (т - х)
-/

Задача термоупругости.Пусть на берегах трещины заданы напряжения

(ауу - iaxy)± = р± (х), хЕ (-1, l). (5)

Предположим, что в процессе деформации берега трещины приходят в глад-
n

кий контакт вдоль совокупности отрезков L = U (Ck' d,). Комплексные
k= l

потенциалы Колосова - Мусхелишвили ищем в виде [4]
I

1 \ ft ('t) d't
Ф (z) = ФО (г) + 2т J 't - г '

-1

/

'у (z) = 'у (г) + _1_. \ ["jJ(t) - f1Тt) _
о 2ш J <-г

-1

<!! ('t) 1d
(т _ г)2 1:.

(6)

где ФО (г) ; 'Уо (z) - комплексные потенциалы, обусловленные основным

температурным полем То (х, у) = 2 Re ро (z) и внешней нагрузкой в сплош-

ной плоскости: о

р (х) = 2Рl (х); I.t (х) = Pl (х) + I.tl (х); Рl (х) = +[р+ (х) - Р- (х)].

Неизвестная функция I.tl (х), выражающаяся через производную от скачка

смещений берегов трещины следующим образом (в обозначениях работы
[2]):

~ (х) = 1~х :х [(и + iv)+ - (и + ivГJ - Н"I' (х) + %IPl (х), %1 = : +; ,
(7)

определяется из сингулярного интегрального уравнения

/

_1_. (' ft1 (1:) d't = ' (х) Е ! 1 1]
:n:t J т - Х Р2, Х - , ,

-1

(8)

.( ). 1 + - и . о
где Р2 х) = Р2 (х + ауу (х); Р2 (х) =""2 [Р (х) + р (х)] - (ауу - Юху) ;

v о -
ауу, аху - напряжения, обусловленные функциями ФО (z), 'Уо (z); a~!I (х)-

дополнительные нормальные напряжения, обусловленные контактом бере­

гов трещины:

• () {- Р (х), х Е L,
ауу х =

О, х Е L' = [- 1, IJ"'-L.
Решение уравнения (8) должно удовлетворять условию неразрывности

смещений в вершинах трещины, которое с учетом соотношения (7) запишется
так :

1

Г = ~ s "1' (х) ах,
-/

(9)
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гле Х - iY = 2i I Рl (х) dx - главный вектор внешних усилий, заданных
-1

на берегах трещины. Неограниченное на концах разреза решение уравне­

ния (8), удов-летворяющее условию (9), имеет вид

I

О ( ) _ х - iY _ НГ __1_ (' R+ ('t) Р2 (-r) d-r
111 Х - - у"1 2л лi J т - Х •

-1

1 о "
1:11 (х) = - R+ (х) [111 (х) + f!l (х)],

• ( ) 1 r R+ (-r) р* (-r) d-r
f!t Х = --Ш J т - х '

L
(10)

(11)

Отметим , что функция 1110 (х) = -11~ (х)/н: (х) представляет собой общее
решение интегрального уравнения задачи термсупругости в постановке,

не учитывающей контакт берегов трещины . Требуя, чтобы производная от .

скачка нормальных смещений на участках контакта берегов трещины рав­

нялась нулю, на основании соотношений (7), (10) для определения неиавест­

ных напряжений Р* (х) получаем сингулярное интегральное уравнение

~ ~ R+ (~!::;'t) d't = '!' (х), х Е L,
L

где

х-Х +
'ф (х) = 2l

n, + НСх - iy"IP12 (х) R (х) +
1

+-dг~
-1

[Р21 <-r) + Нf2 (-r)] R+ (-r) d-r
,-х

Pi (х) = Р/I (х) + iPI2 (х), j = 1, 2.

(12)

Исходя из физической сущности функции Р* (х) заключаем, что решение

уравнения (11) должно быть ограниченным на концах участков контакта:

р (х) = R;; (х) _1_.5 1jJ (-r) d't
* кг (х) ш L Rt (-r) (. - х) •

n

Здесь Rn (z) = П Y(z - Ck)(Z - dk) ; Нm с:"R (z) = 1.
k=1 2-+ 00

Из теории сингулярных интегральных уравнений известно, что ограничен­

ное на концах решение уравнения (11) существует только тоща, когда его

правая часть удовлетворяет условиям

_1_ r хk'Ф (х) dx = О k = 1, n _ 1.
л i R;; (х) ,

Соотношения (12) вместе а условиями неразрывности нормальных сме-

щений на концах несконтактировавших участков

-«
I От {l,t1 (х)} + НУ2 (х) - /(1,012 (х)] ах = О, k = О, п, do== -l, СП+I = 1
d
k

(13)

образуют систему условий для определения 2n неизвестных постоянных Ck'

dk (k= 1, n). Так как скачок нормальных смещений на еконтактировавших

участках трещины равен нулю, а условие неразрывности смещений в верши­

нах трещины использовано при решении уравнения (8), то среди условий (13)
везависимых будет п, Поэтому одно из этих условий при составлении урав­

нений д.1Я определения зон контакта необходимо опустить.



Зная функцию Itl (х), коэффициенты интенсивности напряжений опре­

делим по формуле, полученной аналогично работе [2]:

k't - ik"f = ± i Нm V2n 1х + /1 /Ll (х).
х->±/

Подставляя сюда соотношение (10), находим

(14)

(16)

i J(l ± х) р" (х) dx
kГ - iM = М-. + k"Гo- ikio, k['. = -- +

уЛi R (х) ,
L

(15)

k± _ ik± = V n [+ НГ ± х Х - ,у + _1_. ( ' (l ± х) Р2 (х) dx ] .
10 20 l - 1 2n ги J R+ (х)

_1

Здесь kr;, - дополнительная составляющая коэффициента интенсивности
нормальных напряжений, обусловленная контактом берегов трещины. При

отсутствии контакта и температурных членов (Г = О) формула (15) совпа­
дает с известной в литературе [5].

Следует отметить качественное отличие решений, получаемых с учетом

и без учета контакта берегов трещины. Так как Р* (х) :> о на Е, то подынте­

гральная функция в формуле для k~ положительная, а следовательно, kf. >
> О. Поэтому можно утверждать, что при учете контакта берегов трещины

коэффициенты интенсивности нормальных напряжений будут выше, чем их

значение без учета контакта. При отсутствии контакта интенсивность напря­

жении зависит не от характера распределения на трещине несамоуравнове­

шенных напряжений Pl'(X), а лишь от главного вектора этих напряжений. Точ­

но также при отсутствии контакта на величину интенсивности напряжений

влияет не характер распределения плотности температурного поля '\' (х),

а лишь суммарная характеристика Г. Эта постоянная в нашем случае будет

такой:

1

Г = Г1 + ir2 = _1_. j [fl(X) + x~(x)] ах.
. т -1 R (х)

Из соотношений (15), (16) видно, что при решении задачи без учета контакта

берегов трещины четная часть функции f2 (х) на интенсивность напряжений

не влияет.

В качестве примера исследуем подробнее случай одной зоны контакта

(n = 1). После изменения порядка интегрирования и вычисления внутрен­

них интегралов условие (12) и функцию /L~ (х) можно представить непосред­
ственно через заданную на трещине нагрузку следующим образом:

а, 1

НГ + XjX _ ~ (р (х) Х (х) dx +~ ( 12 (х)(х + 81) dx +
1 2n n J 12 1 1tI J кr (х)

с, -.J

+ ~ Jf (х) xt (х) dx = О, ~ = ~ t :1
L'

1

• хХ 1 ( R+ (т) f (1:) d1:
/Ll (х) = ~n + не [х - R1 (х)] +пг J 't _ Х

-1

_ R* ~x) r xt (1:) f (т) d't
1tI J 1:-Х ' хЕ L',

L'

R (z)
где f (х) = P12 (х) + Hf2 (х), Х1 (z) = R

1
(z) •

(17)
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Здесь

НТОЬ2 Н -
С* = роао--2-; ck = POak + Tobk , k = 1, 2;

2 62 - l d + с J: __ d - с . l
(о = е + 2 е = - 2- ; u 2 ' d1 = d;

В частности, если на берегах трещины заданы

± ( ) (+ а]х + а2Х
2

)О'уу = PZl Х = Ро ао "Т"" --/2-'

Т± (biX b2X~ )= t 2(X) = То Ьо + -z- +iiГ '

то условие (17).принимает вид

С*В + С1(О + С2В (cu + <')2) = о.

(18)

k- 7(± 8= !jJf

~
i

.лг @
1,2 2Д

е

1.1 1.5
е

1.003/6 ~ 1J9 2/9 3/9 Е

Рис. 2

Функции f.LI0 (х) И f.Ll (х) В случае нагрузки (18) с учетом замены х = {5 оп­
ределяются формулами

f.LI0(S) = YI~ S2 {H~Obi +po[aos+ i (a1+sa2»)}, (19)

(.11 (s) = УI ~S2 {НТо (Ь1 + b2s) (l - 52) + R* (s) [с* + С1 (е + 5) +

+ CZ«(O + s2 + es)J},

5Е[-I,с] U (d, 1], R*(~)=V(~-c)(~-d), IimгIR*Ю= 1.
(:: -t-oo

Рис. 3

2/9

0,5

ИЗ соотношений (14), (19) находим

kfб = + V лl { H~ob] + Ро [а; + (йо + а; )]).

(20)

kГ = - V лl [(В + 1)2- <')2] [с* + С1 (е ± 1) +
+ С2 «(О + 1 ± В)].

где kJ~ - значение kr без учета контакта.
На рис. 1 приведены вычисленные по форму­

лам (20) зависимости приведенных коэффициен-

тов интенсивности нормальных напряженийk,=
= kJ/klO от безразмерного параметра б для случаев нагрузки а2 = bk = О (кри­

вая 1), ао = bk = О (кривая 2) и ak = О (кривая 3), при которых контакт проис­

ходит в правой вершине трещины. Как видно из приведенных графиков, для

несимметричных линейных нагрузок t2(s) = Tob1s И PZl (s) = poa1s значения
l -

б = 3" и k, = 1,08866 не зависят от абсолютных величин параметров аl

z t-:_ Авалогичный результат имеет место при изгибе полосы с поперечной

" : <:=;:Н3?' [61



Зависимость kf от параметра в при фиксированной ширине зоны контак­

та (д = +) приведена на рис. ~. При в = О величина k, совпадает с его

значением, полученнымнесколько другим путем в работе [1]. Следует от­
метить, что существуют единственные значения параметров ll:!= -a1 и

ао = al/9, которые не влияют на ширину зоны контакта (б = +), достигае -

мую с помощью параметра аl (рис. 3). При этом величина k, = 1,01497 в

отличие от случая ао = а2 = О, когда k1 = 1,08866. это позволяет сделать

вывод о том, что интенсивность напряжений в вершинах контактирующей

трещины существенно зависит не только от ширины зоны контакта, но и от

характера нагружения, при котором она достигается.
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УДК 539.377

И. П. Лаушни«

ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ

ТЕРМОИЗОЛИРОВАННЫХ ТРЕЩИН В БЕСКОНЕЧНОМ ТЕЛЕ

Пусть упругое бесконечное тело, ослабленное N плоскими произвольно рас­

положенными термоизолированными эллиптическими трещинами (разреза-

ми) Sn (n = 1, N), находится под действием теплового потока q (X1 , Х2, Хз)
и заданных на поверхностях трещин внешних усилий N ;n (Nзn - нормаль­

ные, N 1n И N 2n - касательные внешние усилия). Ес.1И выбрать локальные

системы координат 0nХlnХ2nХЗn таким образом, что плоскость Xl nOnX 2n сов­

падает с плоскостью расположения n-й трещины, то задача об определении

в теле с трещинами температурного поля и напряжений сводится к решению

системы интегро-дифференциальных уравнений [1, 4]
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