
ков видно , что при сбл ижени и трещин до значения параметра р = 0,7 пере­

мещения берегов трещин симметричны относительно середины трещины. При

дальнейшем сближении трещин происходит раскрытие их у внутренних вер­

шин, что в конечном счете приводит К разрыву перемычки между трещинам и .
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Известно, что задача термоупругости для бесконечного тела с трещиной,

имеющей вид полуплоскости, сводится К решению двумерных интегро­

дифференциальных уравнений [3]

t.. ~~ \;~~~I d~1~2+(-1)'v(1-6r з) дХ:_, ~~[O:l( ~) д~2 -
S . S

- 0:2Ш д~, 11 ~~dS~ I = Р; (х), х Е 5, i = 1, 2, 3. (1)

Здесь 0:, (1;) - неизвестные функции, обращающиеся в нуль на контуре

области 5, которую занимает трещина; 6ft - символ Кронекера: Ll - дву­

мерный оператор Лапласа;

Pj(x) = 1 G v Nj(X)-О:о[бf3~) I:~)~\ ~1~2-

- (l - 6;з) д~; ~) IxY~)~ I d~ldI;2]' (2)

где G, 'V - модуль сдвига и коэффициент Пуассона; Ni (х) - заданные на

поверхностях трещины внешние усилия (Nз - нормальные, N1 и N2 ­

сдвигающие усилия); lL (~), 'vШ - известные функции, через которые опре­

деляется температура в теле с трещиной. В общем случае функции !.t и '\'
определяются из интегральных уравнений задач теплопроводности [2, 4],
которые решаются в замкнутом виде. Далее считаем, что область 5 соответ­

ствует значениям Х1 ~ О.

Интегральное уравнение (1) при i = 3 решается в замкнутом виде [2]. Для
решения системы уравнений (1) при j = 1,2 введем в рассмотрение функции

(1J/(1;) = {O:i(I;), I;E5, Р/(х) = {Pi(X), хЕ5, (3)
О, I;E 5*, о, хЕ 5*,

ft (х) = {О, х Е 5,
неизвестная при х Е 5*.
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(6)

(5)

Здесь S~ - область, пополняющая S до полной плоскости, т. е. соответ­

ствующая значениям Х! > О. С учетом введенных обозначении интегральные

У?аБнения преобразуем к виду

+00 +~

('{' «: Ш д {'{' [ д
6. JJ \/- ~ 1 dSt~2 +(- 1)1" (1 - 0 ;з) дхз_; JJ аг (Ю дХ2 -

-00 -~

-CG2"(s) д~] ] \~S~~I =P,(x)+tt(x), j= 1,2,3. (4)

Система уравнений (4) имеет место для всех значений Х1 и х2 • Поэтому

К ней можно применить двумерные преобразования Фурье. Воспользовав­

шись далее теоремой о свертках, из уравнений (4) при j = 1, 2 получим

11I + (l - ") 11 ~ Р- ( ) "111112 Р- ) _ 0- ( ) + р+ (
V 2 2 I 'YJ - V 2 2 2 ([] - 1 'YJ I 1]),

111 + 112 11, +112

';i11 2 2 г; (1]) - (1 - "~ 11Т ~ 11~ F2 (1]) = G2 (1]) + pt (1]),v11. + ТJ? V 111 + ТJ2

где Р; (1]). Ft (1']) и 0-;- (1]) - изображение по Фурье соответственно от функ­
ций а, (s), ft (S) и Р! (s), которое введено следующим образом:

+~

к; ('YJ) = dл I~ а! (s) ei(~,'I]1+~"lbldSldS2'
-~

в выражениях (5) неизвестными являются функции рт (n). Эти функции
обладают свойством, что если вместо переменной 1]1 подставить комплексную

персменную w такую, что 1]1 = Re ш, то функция Р! (ш) будет аналитической

в области 1m w ::::;;; О. а функция Р/ (ш) - в области [т w > О. Поэтому сис­
тему уравнений (5) можно рассматривать как задачу Римана на прямой для

системы аналитических функций. Используя результаты работы [1], где рас­

смотрена подобная к (5) краевая задача для системы аналитических функ­

ций. и решая систему (5), получаем

Ft(1'])=y ; '1 1+[Cj(1]2)-К+(Оi(Ч)У1']1+il1]21+)J, j= 1,2,
ТJi I 112 (7)

Р; V ТJi - i \ ТJ2 \ - { ( 2 2 С
i (1]) = (1 _ ") 1ТJ 14 [1 - ") 1]! + Ч3-,] [ 1 (Ч2) +
+ 1\ (Gj (1]) V 1]1 + i 11]21+)J - "1]11]2 [СЗ-; (1]2) +

+ к: (03-; (ч) V11l + i 11']21+)]), j= 1, 2.

Здесь С! (Ч2) - произвольные функции, обусловленные тем, что детерми­

нант системы (5) обращается в нуль при Чl = 1]2 = О; К± (Zj (n)) - опера­
торы, которые определяются так:

+~

К± (г, (n) = z; (11) + _1_. {' Zj (1;, 112) ds.I . . 2 2зtt J 1; - 111
-~

(8)

Наличие произвольных функций С/ (1]2) в уравнениях (7) свидетельст­

вует о том, что уравнения (1) не имеют единственного решения. Для рас­

сматриваемой задачи необходимо определить обращающееся в нуль на кон­

туре области S решение. Поэтому С/ (112) для рассматриваемой задачи не-

обходимо определить так, чтобы функции Ff (1]) были ограничены при n =
= О. Удовлетворяя этому условию, получаем

f - ·V . + v (- 1)1 (~'I 1 о )
С;,JЧ:)=t-К (Gj(1']) Чl+ t l n2 1 ) + 2-" Ujl t 'YJ2 + ;21]2 х



х [ д~1 1\ ю; (11) vчl + i 11121+) +

+ i sgn 1']2 д~l к- «з; (1']) у 111 + i I112 I+)]} t),=-iIТJ.\· (9)

Таким образом, задача о решении системы интегральных уравнений (1)
сведена к вычислению обратного преобразования от соответствующих функ­

ций. Опуская все промежуточные вычисления. находим

1 tr / [1 v (ХЗ_j - ;3-j )2] ,
(J.i (х) = - 4л2 (1 _ ") J J '\.8j (~) \ х _ ~ I - Iх _ ; 13 I

- 00

(10)

(11)

j = 1, 2,

хЕ S,

x ES*;

где

вос-

+ 2" (- 1)i+
1

(Xi-(;lJ2- (X2- ( 2)" _ 2х} J+
2 - v \ Х - (; 14 ~1 \ Х _ (; 12

+~Р (1:) (Х1 - (;1) (Х2 - ~2) } df" d'" 1 2 х Е S*.
2 - v ~-I '<> IХ _ ~ 14 1.;1 102' . / = , ,

Для получения решений (10), (11) из уравнений (7) необходимо

пользоваться тем, что .
о

д У ' + 2 Гу- О
\дЧi 1\ (G[ (n) 111 + t 1112 I ) IТJ,=-IIТJ,' = n (1 + i) J' - sР! (s, 1']2) es ТJ,ldS·

-00

(12)

Здесь P~ (s, 112) - изображение по Фурье от функции Р! (1\1' 1']2) лишь по
леременной 111' Формулы (10) есть формулами обращения системы интеграль­

зых уравнений (11) при; = 1, 2. Ими определяется нулевое на контуре об­

ласти S решение.

При решении уравнений (1) нами определялись функции п (х), кото­
рыми определяются напряжения в плоскости расположения трещины вне.

ее. Это создает большие удобства при определении коэффициентов интенсив­

зости напряжений . Для рассматриваемой задачи термоупругости выражения

для этих коэффициентов в квадратурах через заданные внешние усилия и

тепловые нагрузки определяются по формулам -

k = У2n _G_ \ \ y~ РЗ (~) d!: пi:
1 n2 1 _ v j j \Х _ ~ 12 _1'""'<>2'

S

y21t G ГГV-{ [ 1k2 = ~""""l'="V JsJ - ~1 Р1 (~) I Х _ ~ 12 +
+~(х( - Ы

2
- (Х2 - ~2)2] +~Р (s) (Х1 - ~i) (Х2 - ~2) } A't d't

2 - v Iх - ~ 14 2 - v 2 IХ - ~ i4 '-"'<>1 '<>2~

- = }!2Л _G_ rr 11_ J: {Р ('t) [ I _ ~ (X1 - ~1) 2 - (Х2 - ~2)21 +
~ n2 1- v J J ':>1 2 '<> IХ - ~ 12 2 - v IХ _ ~ \4

S

+~Р ('t) (Х1 - ~f) (Х2 - ~2) } d't d't
2 - v 1 '<> \ х _ (; 14 '<>1 '<>2'

се х принадлежит контуру трещины; S - область, занятая трещиной и

есответствующая значениям Х1 ~ О; Р j (~) - известные функции, которые

cr::;ределяются через внешние усилия и тепловые нагрузки по формулам (2).
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В частности, когда на поверхностях трещины кроме внешних усилии

залана температура таким образом, что т+ = т- = Т, то У = О [2, 3] и
1-v ~

Р; (х) = -0- N; (х) -СХОV;ЗТ (х), СХО = CXt (1 + v).

Когда имеется термоизолированная трещина, а тело с трещиной нахо­

дится под действием теплового потока q (х) перпендикулярного к плоскости

расположения трещины.ло f.t = О [21, а

Р J - v ~ 1 [r r(Х; - М q (6) d
;(х) = -o-N;(x) +cxo (1 - V;З) 2it J

sJlx-;1
2 ~l ~2-

- ~2 i) 1;~;r 2 (;;i ~~ ~:I~U) duldU2)d~ld~2]'
При отсутствии тепловых нагрузок формулы (12) совпадают с получен­

ными в [5, 61 методами интегральных преобразований в теории упругости.
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Рассмотрим упругую изотропную плоскость комплексной переменной г =
= х + iy с разрезом вдоль отрезка [-l, II оси Ох. Определим напряженное

состояние такой плоскости, обусловленное стационарным температурным

полем Т (х, у) и внешней силовой нагрузкой.

Задача теплопроводности. Пусть на берегах трещины задана темпера­

тура

Т± = t± (х), хЕ f-l, ll.
Температурноеполе ищем в виде [31

(1)

(2)

(3)

1

1 r '1' (т) d,; +~
Т(х, у) = 2",ReF(z), Р(г) = Fo(z) + 2т J ,;-z 2 .

- 1

Здесь ро (г) - комплексный потенциал температурного поля в сплошной

плоскости; С - действительная постоянная; У (8) = Yl (т) + iY2 ("С) - не-

известная функция. действительная часть ее Уl ("С) = ~ и+ ("С) - Г (.-)],
а функция У2 (т) определяется из сингулярного интегрального уравнения

1+~ "~~ ~,; = t2 (х) - С, х Е [-/, п,
-1

где {~ (х) = +и+ (х) + 'г (х)1 - 2 Re г, (г),
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