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УПРУГОЕ РАВНОВЕСИЕ попсгон СФЕРИЧЕСКО,,", ОIiОЛОЧКИ

С СИСТЕМОй ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ РАЗРЕЗОВ (ТРЕЩИН)

(1)-.
V2V2W k + dR V2CPk = - (vVI + V~) Xg2 - 2 (l - ") V1V2X?2'

Здесь

2 2 д д 2ЕhЗ

уо2 = V1 + V2; V1 = aXk ; УО2 = дy~ ; Do = 2Eh; D = 3 (1 _ v2) ;

Е. v - модуль упругости и коэффициент Пуассона; R - радиус средин

!!ОЙ поверхности оболочки; 8~i' X~! - компоненты тензора дисторсии, ха
рактеризующие скачки перемещений и угла поворота на линии разреза и

аыражающиеся формулами

8~2 (Xk' Yk) = 821< (Xk) () (Yl<). В?2 (Xk. Yk) = 8Зk (Xk) 6 (Yk),

X~2 (XI<' Yk) = X2k (Xk) () (Yk) + Х4!.: (Xk) V26 (Yk). (2)

X?2(Xk' Yk) = V1Х4k (хJ б (Уk) .

Рассмотрим изотропную пологую сферическую оболочку толщиной 2h. Пусть
оболочка имеет N прямолинейных в плане произвольным образом расположен

ных параллельных сквозных трещин (разрезов) длиной 2l k (k = г,N).
Предположим, что оболочка находится под действием внешней нагрузки, а

к берегам разрезов приложены самоуравновешенные усилия и моменты.

Считаем, что в процессе деформации оболочки при заданной нагрузке берега

разрезов не контактируют.

Отнесем срединную. поверхность оболочки к прямоугольной декартовой

системе координат хОу, причем ось Ох направим параллельно линиям распо

ложения разрезов . На каждом разрезе введем локальную систему координат

X:.0k!Jk' начало которой совместим с центром разреза, а ось OkX~ направим по

.1ИНИИ разреза. Центры разрезов в базисной системе координат хОу имеют

координаты (Д, yg), а оси 0kXk образуют с осью ОХ углы ~k = О или ~k =
= л. Напряженное состояние рассматриваемой оболочки можно представить

в виде суммы напряженного состояния, вызванного внешней нагрузкой в

оболочке без разрезов, и возмущенного, вызванного наличием разрезов

ггрешин). Задача сводится к нахождению возмущенного напряженного

состояния, так как напряженное состояние сплошной оболочки определяет

ся известными методами .

Используя предложенный в работах (3, 4] метод решения задач теории

тонких оболочек с трещинами, для определения возмущенного напряженного

состояния пологой сферической оболочки [1] с одной трещиной I xkl ~ lk'
У. = О получаем разрушающую систему дифференциальных уравнений от

носительно функций CPk (Xk, Yk) и Wk (Xk, Yk):

V2V2CPk - ~o V2W k = - о, (VI8~ - V1V28~2),
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82k = vt -V-';, 8Зk = ut - u'k, X4 k = - [wt -w'k].,

X Zk = - [(\72Wk)+ - (\7 2WkГ] , IXk 1< lk;

82k = 8Зk = X~ = X4k = о, IXk 1>- lk ;

б (Yk) - функция Дирака. Знаками «+ » и «-» обозначены граничные зна

чения соответствующих функций на берегах разреза Yk = +0 и Yk = -о

соответственно.

Решая систему (1), для функции напряжений q>k и функции прогибов

Wk получаем выражения

Ik
(1) с · r

gk (Xk, Yk) = 2~ j {82k (~) Ф, (Xk - G, Y k) + 8Зk (s) Фi+2 (Xk - s, Yk) +
-[k

+ Rc [XZkЮ Р, (Xk - s.Yk) + ХЗk (~) Fi+ 2 (Xk - G. Yk)]} dG (i = 1, 2), (3)

где

Ф2 = fz+ ker уг;

Р2 = V kei уг + (l - v) fl;
2k

Fз = - (1 - V)f4+ I V'2ker yrdzk ;

о

~ 2

г, = (1 - v) fз + I \7? kei yrdzk; fl = Ч'l ~: - '!'3;
о

2kei'y, k'!'2= - ег I'г;
"У'

kei ' "У' ; ,2= z%+ Yk;
У'

d I
Zk = Xk - ~; ХЗk (~) = d[" X4k Ю; C1 = Rc ; С? = Do;

h2 1 d
с
2 = 3 (1 _ '\' 2) R2 l' = Rус; ker' Х = dX ker х;

kei'x= ~ keix; kerx, keix-фунКlLИИ Томсона.

2 2 ker' У' '.'!'1 = .....-т + + kel уг ,
У.' "У'

1 ker' "У'
'1'з = у2,2 + У' ; 'Р4 =

Подставляя выражения (3) в соответствующие формулы для определения

усилий и моментов [4), а также используя формулы работы [5], получаем

выражения для усилий и моментов на произвольной площадке. В частности,

на линии n-го разреза I Хn I~ lm Уn = О эти выражения имеют вид

[k

a~ = :~ I [Ч'lk (~) K~~ (~, Хn) + Ч'2k (1;) L~~ {~, Хn) + Ч'Зk (s) РШ (~. Хn) +
- [k

+ Ч'4k (s) R~~ (G, Хn)] dG, IХn I~ ln (n = 1, н. i = [4). (4)

Здесь

d d
ч' Ik (s) = d[" 8Zk (~); ч'2k @ = d~ f,Зk (s);



d d (1)
ЧJ'Зk (S) = RC"""d["" Х2" (1;): Ч'4 k (s) = Rc~ХЗk (S); /(n/l = 002 + 004 - 0011;

L~ = 006 - 0012; p~~ = '\IООз + (1 - '\1) (001 - (09);

R~ = 00, + (1 - '\1) (Ыь - (010); K~~ = L~ ; L~J = ООн - 002;

p~~ = - 00, + (.1 - '\1) (ыь - (010); R~~ = ООз - (1 - '\1) (001 - (09) - ООIЗ;

K~~ = p~J; L~ = p~~; р~ЗJ = (1 - '\1)2 (0011 - (02) + (1- '\12) 004 - 0014;

R~~ = (l - '\1)2 (Ш12 - (06) + Ш16; K~"J = d1OO7 + (1 - '\I)(OO;; - (010);

L~~ = ~ (ffiз - ffi1з) + (1 - v) (001 - (09);

p~"J = ~ ((1 - '\1) 008 + 0016] + (1- '\1)2 (0012 - ( 6) - (1 - v) Ю8;

It.-l = d1 ((1 - ") Ш4 - 'VOO14 + 001,1 + (1 - '\1)2 (002 - шн) + (1 - v) (004 - (014);

А1 = А2 = Do; Аз = А4 = DoRc; df = cos (~11 - ~k)'

Функции Ш! определяются соотношениями

\9, = Li ;2 ' OOt+l = L t ~2 (i = П),

, ,
t>,.;J = '\'2 ~ ker ,\,pds, 0014 = ''/ ~ kei ypds,

. о

-,

~;; = i ~ ~ д2 ker ypdsds,
о

1:'17 = 1'4 ~ ~ ~ kel' ~pdsdsds,
о

s

0016 = у2 ~ ~ д2 kei ypdsds,
о

L1 = 1';р2 + 2 k~~'\'P + kei ур,

:2 kei' '\'Р
Е: = - keFур, Lз = ур kei' I'р, L4 = I'Р ker' ур,

- ,\,р

, 8 8 ker' ,\,р + 4 k . k .,
L " = '\'2р2 + typ еl I'Р - I'Р ег I'р,

[6 = 8 k~ 1'р _ 4 ker ур + "Ур ker' "УР, р2 = S2 + t2 • S = 'YJ - ~, д2 = ~ ,

ч = (x~ - x~) cos ~" + хn cos (~n - ~k), t = (Y~ - Y~) cos ~k,

'''::.; - постоянная интегрирования). В силу линейности рассматриваемой

залачи суммарные усилия и моменты на линии n-го разреза, вызванные все

)С: скачками перемещений и углов поворота на N разрезах I Xk I~ lk' Yk = О

__;; = т:JV), получим путем суперпозиции усилий и моментов для изолиро

ванных разрезов :

N

O~) = ~ O~k, Iхn I~ ln (n = 1, N; i = М),
k=l

(5)

0 (1) --'- N 0 (2) - S о(З) - М (4) с·
n - 2 ' n -, n - 2 ' ОП = J Q2dxn + сп

- соответственно нормальное и сдвигающее усилия, изгибающий момент

:2 обобщенная в смысле Кирхгофа перерезывающая сила.

Условия, которым должны удовлетворять компоненты возмущенного

напряженного состояния на линии каждого разреза I Xk I~ lk' Yk = О (k =
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1, N), можно записать так:

Nt(Хя, О) = N2 (Хя, О) = flk (Хя), S+ (Хя, О) = S- (Хя, О) = '2Я (Хя),

Mt (Хя, О) = М2" (Хя, О) = fЗk (Хя), Q;+ (Хя, О) = QГ (Хя, О) = '1Я (Хя),

где

(6)

(9)

(8)(k = 1, N),

tik (Хя) = ,}я (Хя, О) - tlk (Хя, О) (i = 1, 4),

{}" - заданные на берегах разрезов усилия и моменты; tlh - усилия И мо

менты на линиях IХя I~ {Я' Yk = О (k = 1, N), вызванные внешней нагруз

кой в оболочке без трещин.

Удовлетворив условиям (6), получим систему 4N сингулярных инте

гральных уравнений для определения неизвестных функций Ч'/k (5):
I
kf I (Ч'lk Ш K~l (5, Хn) + Ч'2k (~) L~l (~, Хn) + Ч'Зk (~) p~l (5, Хn) +

k=l_l~

пr (1) ~ 2л -- --+ Чk (~) Rnk (5, Хn)] ~ = Ai fln (Хn) ' IХ" I~ 1'1 (n = 1, N; i = 1, 4). (7)

Ядра системы уравнений (7) являются регулярными функциями, за исклю

чением случая п = k, когда ядра . K~h, L~~, P~h и R~2 имеют сингулярности
типа Коши. Решение системы (7) должно удовлетворять следующим

условиям:

~ ~sЧ'ik(5)~=0 (i=l,4), SХЗkШ~=О
-Ik -Ik

обеспечивающи-м неразрывность перемещений и углов поворота в вершинах

трещин.

Отметим, что если в системе (7) принять Y~ = Y~ = О, то в результате
получим систему интегральных уравнений, описывающую упругое равнове

сие сферической оболочки с системой N коллинеарных разрезов (трещин),

расположенных вдоль оси Х. При этом ядра L~~ = R\;~ = P~~ = R~J = О
и данная система уравнений распадается на две независимые системы, со

ответствующие симметричной и антисимметричной относительно линии рас

положения трещин нагрузкам.

Взаимодействие трещин проанализировано для случая оболочки с

двумя коллинеарными трещинами одинаковой длины 2l, берега которых

находятся под действием равных по величине равномерно распрсделенных

усилий N~ (Х, О) = -N~ и изгибающих моментов M~ (Х, О) = -M~. В этом
случае система интегральных уравнений (7) в безразмерных ~оординатах,

отнесенных к полудлине трещины {, принимает вид

1

.2: IЧ'i(~)Кii(х-~)d~=fl(Х)' Ixl<1 (i = 1,3).
/=1'3_1

Здесь

Ч'1 Ш = ~ 82 (~); Ч'з (~) = Rc d~ %2 (~); к, = ±[- ~: + K~I (гя)] ;
k=1

2 О

К!з = Кз! = 2: KI3 (Zk);
k=1

К?I = @2 + @4; К?з = (1 - ") (1)1+ v@з; К~з = - (1 - ,,)2@2 +

(
2 2 ker' л, I Zk I . I ) 1 .

-:-- (1 - ,,2) Ф4 + Ф~; Ф1 = л,2 1 Zk 12 + 1.1 Zk I + kel л. гя I Z;;'



- (2 kеi'Л 1 Zk l -k ~I 1__1 )_1_. - "'Izkl k ·'~I l'
Ф2 - ~ 1 I ег 11. г,. 2 ,юз - еl 11. Zk ,

~~ ~ ~

-,.
(()5 = (..2 5kei (..1 Zk I dzk ,

О

2n о
fl = - D. N2;

т4 = (л 1 Zk 1 ker' л 1 Zk 1 + 1) _1_ ;
г,.

ZI -'- Х - ,; Z2 = - (х +, + 24-) ;
2n о 1 3 - 2v - v2

fз = - DoRc М2; (.. = yl; а1 = 2"""; аз = 2

21 - расстояние между центрами трещин.

Решая систему сингулярных интегральных уравнений (9) методом ме

ханических квадратур [2], для определения коэффициентов интенсивности

усилий КГ и моментов K'f в окрестностивнешних (+) и внутренних(-) вер
шин трещин получаем выражения

11- 1

Kt = k t ~! L А:",
m=1

Здесь

n- I

к- - k а! L ( 1)m+1 А/
t - t -2- m=1 - т (i = 1, 3). (10)

t 2 n •
Аm = - L qJik cos mek ;

n k=1

• Do
qJi (х) = - N9. qJi (х);

~

qJi (Х) + Ci = V 1- х2 Ч' t (х);

С! - постоянные, определяемые из условий (8); qJ;h - корни системы ал
гебраических уравнений

где

n n

L CXmkqJlk + L ~mkqJ;k = 1,
k=1 k=1

fl . n *'L ~mkqJ~k + ~ YmkqJ3k = Р (т = 1, n),
k=1 "=I

(11)

'J

1 ,\ cmk
"Ymk = 2i1 [а2'Фтk + Кз (г1) + Кз (г2)]; 'Фтk = sin вт ctg-2- ;

О· о '+2
К1 (г/) = КВ (Z/) - Г;"; К2 (Z/) = KI3 (г;) - Г!п ;

о '+4 ' 1 n о
КЗ (г;) = Кзз (г,) - Г!п (j = 1, 2); Г!n = n L КII (а,);

, =1

ГН2 _ \ ~ к; ( ). гН4 \ ~ КО ( )
т - n.l.J 13 cti , т = n.l.J 33 а!' ;

'=1 '=1

г1 = (..1 cos ет - cos е,. 1; г2 = - (.. (cos ет + cos е,. + 2 -{-) ;

~ = (..1 cos ет - cos ег 1; а2 = - (.. (cos ет + cos 8, + 2 +-) ,

{
ет - еk, l т - k l - нечетное, мg' 2s-\ .

Cmk = Р = --, es = -- n (5 = т, k, г).
ет + ek , Iт - k 1- четное, fIJ,Rc 2n

Условие отсутствия контакта берегов трещин под действием приложен- ,

ной нагрузки получим в виде

n-I

~±(x) =+ ~(A:п+y 3(I-v2)А~) Sin(m~rccosx) >0, (12)
т=l
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где

f1± (х) = v+ (х, о, ± h) - V- (х, О, + h);

V (х, о, ± h) = v (х, О) =F h8z (х, О); q = ~~ .
2

На основании формул (10) проведено исследование коэффициентов

интенсивности усилий и моментов в окрестностях вн~них и внутренних

вершин трещин в зависимости от расстояния между трещинами, а по фор-

К7 I
К;I2

I
l,д 0.3

(6 0,2

1.4 0.1

1,2 О
. /

1.00 • -0,/00,2 Р 0.2 0,4 0.6 0.6 Р
Рис. 2

0,99
2,0

1,0

-0.5 о

Рис. 3

0,5



ков видно , что при сбл ижени и трещин до значения параметра р = 0,7 пере

мещения берегов трещин симметричны относительно середины трещины. При

дальнейшем сближении трещин происходит раскрытие их у внутренних вер

шин, что в конечном счете приводит К разрыву перемычки между трещинам и .
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Известно, что задача термоупругости для бесконечного тела с трещиной,

имеющей вид полуплоскости, сводится К решению двумерных интегро

дифференциальных уравнений [3]

t.. ~~ \;~~~I d~1~2+(-1)'v(1-6r з) дХ:_, ~~[O:l( ~) д~2 -
S . S

- 0:2Ш д~, 11 ~~dS~ I = Р; (х), х Е 5, i = 1, 2, 3. (1)

Здесь 0:, (1;) - неизвестные функции, обращающиеся в нуль на контуре

области 5, которую занимает трещина; 6ft - символ Кронекера: Ll - дву

мерный оператор Лапласа;

Pj(x) = 1 G v Nj(X)-О:о[бf3~) I:~)~\ ~1~2-

- (l - 6;з) д~; ~) IxY~)~ I d~ldI;2]' (2)

где G, 'V - модуль сдвига и коэффициент Пуассона; Ni (х) - заданные на

поверхностях трещины внешние усилия (Nз - нормальные, N1 и N2 

сдвигающие усилия); lL (~), 'vШ - известные функции, через которые опре

деляется температура в теле с трещиной. В общем случае функции !.t и '\'
определяются из интегральных уравнений задач теплопроводности [2, 4],
которые решаются в замкнутом виде. Далее считаем, что область 5 соответ

ствует значениям Х1 ~ О.

Интегральное уравнение (1) при i = 3 решается в замкнутом виде [2]. Для
решения системы уравнений (1) при j = 1,2 введем в рассмотрение функции

(1J/(1;) = {O:i(I;), I;E5, Р/(х) = {Pi(X), хЕ5, (3)
О, I;E 5*, о, хЕ 5*,

ft (х) = {О, х Е 5,
неизвестная при х Е 5*.
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