
и величина А(2) = A~) этого максимума практически не зависят от внешнего

4+;4 (В-'; В2')магнитного поля. При 52 < 4~2 1 1 2 + 2~ большему значению
- 1 +4'1 1+4 2

интенсивности внешнего магнитного поля соответствуют меньшие значения

Хm И A~). Это иллюстрируется рис. 1, на котором показано распределение

функции A~)/~2 в глубь полупространства из поликристаллического алюми­

ния при s2 = 10-1, 10-2, 10-3, 10--4, 10-5, О (кривые 1-6 соответственно)

для р = 2,7 . 104 :~, С1= 5,1 . 103 M/C:~ = +, Llb1
) = 8 . 10--4, в = 5 х

-х 107 ом-1
• M-1

, 1'1= 70, S2 = 22,6. Численные расчеты производились в
пренебрежении эффектами объемной вязкости в связи с их малостью по

сравнению с эффектами, обусловленными сдвиговой вязкостью [9]. При

выборе Llbl
) и %1 использованы данные, приведенные в этой же работе .

На рис. 2 показана зависимость функции Ig A~)/~2 максимального зна­
чения амплитуды волны перемещения второй гармоники от Ig w при 52 =
= 10-1, 10-3, 10-\ 10-5, О (кривые 1-5 соответственно).Из графиков вид­

но, что влияние внешнего магнитного поля на A ~~) особенно существеннопри

высоких частотах. Минимум максимального значения A~) амплитудыволны
соответствует значению параметра 't1= ЫТ1 = 1
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в данной работе определены и исследованы электромагнитные, тепловые по­

:,Я и напряжения в слое, находящемся в периодическом во времени внешнем

электромагнитном поле. При.этом влияние поля на процессы деформации и

геплопроводносги связывается только с выделением тепла, обусловленного

трением, возникающем при переориентации диполей в переменном электро­

М2ГНИТНОМ поле , и наличием чисто омической проводимости в диэлектрике,

~o учитывается введением комплексной диэлектрической проницаемости и

ff: дисперсией с частотой [2, 4, 9]. в отличие от известных в литературе работ

=..-:.' определению температурных полей в диэлектри ке [4, 6], в которых
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тепловыделения усредняются во времени по периоду колебания электромаг­

нитной волны и пренебрегается пропессом теплопроводности [6], здесь учи­

тывается периодический характер изменения во времени электромагнитного

поля. Физико-механические характеристики слоя считаем ПОСТОЯННЫМИ и

влиянием подвижности среды на электромагнитное поле пренебрегаем.

Рассмотрим упругий диэлектрический слой при заданной на поверхно-
ом

стях сдоя г = О, 1 напряженности электрического поля Е; = Еое' , где
о) - круговая частота; t - время; х, у, г - отнесенные к толщине слоя h
декартовые координаты. В области слоя отличными от нуля будут напряжен­

ности электрического Е; (z, t) = Е (г) eiOO
/ и магнитного Н!! (г, t) = Н (г) eiOO

/

полей. Из системы уравнений Максвелла при комплексной диэлектрической

проницаемости ~ = 8'- ьг" [7, 9] получаем

k
ch 2"" (2г- 1)

E(z)=Eo k (1)
ch-

2

где k = ~ + йх: А = roh Vf.sin~· а = roh Vecos ~. 8 = 1;1' 8'/8" =
, t' с 2 ' с 2 ' ,

. 1
= tg б - тангенс угла диэлектрических потерь; с = у - электроди-

. 8ofLo
намическая постоянная. Не нарушая общности рассуждений, магнитную

проницаемость среды 1.1. здесь и далее считаем равной единице.

Удельную плотность тепловых источников [2]

Q= -%- {Re(Е (z) e/OOt
]) ,

согласно работе [5], представим в виде Q = Q(1) + Q(2).

Здесь

щ аЕ5
Q = 2(chf\+cosa}2[ch~(2z-1) + cosa(22-1));

(2) аЕ5
Q = 4 (ch f\ + cos а}2 {[cos2аг ch 2~ (г - 1) + cos 2а (2 - 1) ch 2~г +

+ 2 cosа (2г - 1) ch ~ (2г - 1) + 2 (1 + cos а ch ~)I cos 2О)! -

- [sin 2аг sh 2~ (г - 1) + sin 2а (г - 1) sh 2~г +
+ 2 sin а (2г - 1) sh ~ (2г - 1) - 2 sin а sh ~] sin 20)t};

(2)

(3)

(4)

а = 0)808"- проводимость диэлектрика.

Температурные поля и напряжения находим для слоя, на свободных

от силового нагружения основаниях которого поддерживается конвектив­

ный теплообменс внешней средой. Температурасреды То. Полагая их = Иу =
= О и пренебрегая связанностью полей деформации и температуры, прихо­

дим к решению системы уравнений [51

д2Т ОТ h2

дZ2"" - ""(jf = - -г Q (г, 'с),

д2и~ 21 2 д2и2 (1 + 'V) a/h дТ
дZf" - q l дjf;" = 1 - 'V дi""

при начальных

Т(г, О) = О, ( О) О ди2 (г , О)
и2 г, =, дг =0 (Б)

и граничных

дТ ~~' 't) _ Bi Т (О, 'с) = О,



дТ b~' ,) + Bi Т О, Т) = О, (6)

(7)

ди; (1 +") at h т ОCfZ = 1 _ v ':Ури z = ,

условиях, где Т (2, Т) - отклонение температуры от начальной; q2 =
(1 - 2v) Р 1 v

= 2 (1 _ ") G ; q - скорость распространения поперечнои волны; Л, а-

коэффициенты тепло- и температуропроводности; а/ - коэффициент линейно­

го расширения; Е, а, v - соответственно модуль упругости, модуль сдвига и

коэффициент Пуассона; р - плотность; 1i = ~; - критерий Фурье;

Bi - критерий Био. Нормальные напряжения их, иу, и. по найденным и2
и Т определяются формулами [5]

иг= 1-=-а2" [0-'\1) д~; -а/О + '\1) Т] ,
(Jx=(Jq= 1~2" ['\1 д;: -аt (l + v) тl .

В соответствии с выражением для тепловых потерь температуру и пере­

мещения представим в виде [5]

T=T(l)+T2
) , и2=и~[)+и~2), (8)

где T f , uk (j = 1,2) удовлетворяютуравнениям(4) при сформулированных на­

чальных и граничных условиях. Составляющие т(1), U~l) находим в квази­
статической постановке [5], т. е. из системы уравнений

д2т(1) дТ(1) h2 (l)

az2 -~=--гQ ,

д2Ц2 (1 + ") ath дТ(l)
(fZ2 = 1 - v ----az

(9)

(1О)

при начальном Т (г, О) = О и граничных условиях (6). Применяя конечное

интегральное преобразование по г [1], получаем

Т() ( Т) = А { cosa(2z-l) _ ch fI(2z-l) +
г, 2 (ch fI+ cos а) 4а2 4f12

+ _l_ [~ + sina -В' (сosа _~)]_
Bi 2f1 2а 1 4а2 4f12

00 1 Bi ) _/3
2 1:}- L [ji2K (~n> г) (~Kn+ Ln е n .

n=) nfln
. Здесь

B~ = -\- [(~~ + Вi2) ~n + 2 вi ~n sin2~n + (~~ - Bi) sin 2~n];
2~n

aE2h 2

К Фn, г} = ;: sin ~n О - г) + cos ~n (1 - г); А = ')..0

fln ch fI sin2~+'р sh fI sin fln

4f12+ fI;
4f1 sh fI cos2 fl

2n
+ fln sin в, ch fI

L n = ------:-;;-~-- +
4f12+ fI;

• • R R • 2 fln
аsш аsш I-'n - I-'nсоsаsш -2-

4а2 - fI;
4а sin а cos2 -J;- - fln cos а sin fln

4а2
- fI;
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(13)

(12)

(14)

а ~n - иенулевые корни уравнения

В~Вв~i2 = ctg В.

Соответствующие температурные напряжения определяются формулами

a~\) = О, a~1) = a~\) = - l,чЕv т(I). (11)

Функции Т(2), и~2) согласно выражениям (3) ищем в виде

Т(2 ) ( ) 2t!JJt + - ( ) -2t!JJt=qJze qJze ,

u~2) = Х (г) e 21!JJ/ + Х (г) e-
21

(j)/ .

Из уравнений (4) и граничных условий (6) получаем '

qJ(Z)= . 'f>A [CO(CCh'llIZ+Sh'l11Z)+Chk(2Z-1)- 4k
2 ; '1T],

(4k2
- '1\ (1 + ch k) '11

Х (г) = (l + v) c;hA [С1 cos 'I12Z + С2 sin 'I12Z +
(1 - v) (4k2 -11,) (1 + ch k)

11 ' 2k]+ 2 1 2 СО (С sh Чtг + сЬ 'I11Z) + 2 sh k (2г - 1) ,
'11 + 112 112+ 4k2

где

(2k sh k+ Bi ch k- Bi 4k
2

~ 11Т ) [Вi (1 - ch '11) - 111 sh 111]

СО = - --'------------'---'--------n-------
2 в: ch 1]1 + (Bi 2 + 11~) sh 1]1

С1 = - 1 {2 11 ~ 2 СО ({сь rь. - cos '112) С + sh '111] +
1]2 ып 112 111 + 1']2

+ (1 - cos '1'12) ( 2 11~ сЬ k _ 4k
2

-; 1']~)} ;
1']2+ 4k2 1'],

С2 = _ Т]2СОС + 112 ch k _ 4k
2

- '1Т
11~ + 11~ 4k2 + 11~ 1']~11 2

с = 1]1' (1 + ch 1]1) + вi sh 1]1 = V (i)h
2 (1 + о· 2 h

Bi (1 - ch 1]1) - 1']1 sh 1]1 'I1I а . 112 = ffiq •

Соответствующие температурные напряжения будут такими:

a~2) = 1~2v Re {[(1 - v) ~~ - а, (l + v) qJ (г)Je
21

!JJt} ,

(2) (2) 40 R {[ ах 12l!JJt}(ух = (уу = 1_ 2v е v dZ - а/ (1 + v) qJ (г) е •

Численное исследование температурных полей и напряжений проводилось

для слоя из стеклопластика СНК-2-27 толщиной h < 2,5..:. 10-2 м при следу­
Вт -

ющих характеристиках материала [3, 8]: л. = 0,43 . а = 0,228 х
м, град

- 6 м2 -4 1 Н
Х 10 cz; (J.t = 0,11 10 град; Е = 0,882· 10107; v = 0,28; р = 1,77 Х

Х 103 K~.
м

д.1Я исследуемых толщин слоя во всем диапа зоне частот, приведенном

- R (i)h~r::. 6
в гаолвце, параметр t' = -с- V е sш 2 является малым, так что с достаточ-

Е;:,': лля лрактических расчетов точностью можно принять сп f3 = 1.
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На рис. ] представлено распределение усредненного по периоду коле-

2n 2Q(I)h
баний электромагнитной волны t = -- тепла Q* = 2 L (Ф) по толщине

ю восЕо
8' tg б '

слоя . Численные значения параметра L (Ф) = _ б приведены в таб-

У 8ЩJS-
2

лице . Кривые 1-5 на рис. 1 соответствуют значениям параметра а =

юh v- б= -с- E COS ""2 = 0,5; 1,5; 2,5; 4,5; 6. Как видно из графиков, неравно-

мерность распределения удельных теп­

ловыделений по толщине слоя опреде­

ляется соотношением между толщиной

слоя h и длиной волны х, = 2: h.

Если толщина слоя значительно мень­

ше л.*, тепло равномерно распределено

ws·/ci~

Рис. 1 Рис. 2

1:0 толщине. При толшинах порядка и меньше тепло распределено по тол­

щине неравномерно. При этом для толщин слоя, равных полудлипе волны,

имеют место явления типа резонанса. Резонансные частоты внешнего элект­

ромагнитного поля определяются соотношением

~Г;: {) пс (2т - 1)
Фm у 8 COS 2""" = h (т = 1, 2, ... ).

Количественная оценка температурных полей и напряжений, которые

соответствуют нагреву тепловыми источник~ми (2) и усредненными по пе­

риоду Q(1), пока зала, что температурные поля совпадают независимо от

критерия Био, причем составляющая т(2) практически не зависит от него.
Соответствующие температурные напряжения отличаются незначительно,

; за исключением окрестностей резонансных частот

Фn = 2~ (n = 1, 2, ... ),

где напряжения а(2) могут достигать эначительных величин. Эти результаты
совпадают с результатами, полученными в работе [5] по исследованию тер­

моупругого поведения в электромагнитном поле электропроводного слоя .

На рис. 2 показана зависимость первых трех резонансных частот элект­

ромагнитного поля Фn (n = 1, 2,3) от толщины слоя при s = 1 (сплошные
. 5

.1ИНИИ 1-3). На этом же рисунке при s = 5 . 10- (штриховыелинии 1-3)
покаэана зависимость от толщины слоя первых трех резонансных частот

Ют (т = 1, 2, 3). Следует отметить, что первые резонансные частоты Фn ле­

жат ниже области частот, применяемых обычно в ирактике при нагреве ди­

электриков. На рис. 3 представлено распределение температуры Т* =
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10' I ]Q3 I 10' I 10' I 10' I 107 I 10' I 3.10' 3.10' 1101.

&' 14,2 9,8 7,2 5,9 5,3 5,0 4,8 4,54 4,40 4,37
104 tg б 2500 2600 ]600 800 460 340 260 240 290 360
L (ro) 1,0 1,3 2,3 5,3 9,4 13,0 17,5 20,0 16,4 11,6

2л.т(l )
= Q L (ео) по толщине слоя в установившемся режиме в зависимости от

EochEo
значения параметра а = 0,5; 2,5; 4,5 (кривые 1-3) и критерияBi = I (спло­

шные линии), Bi = 10 (штриховые), Bi = 100 (штрихпунктирные). Кривые

1-3 характеризуют одновременно распределение напряжений 0* =
2 (1 - ") ла(l)

=- 2 Х L (ю) . Зависимость температуры T(I)Ha основаниях слоя
&ocalEhEo

Т,Ш гра.О
О)

I
175 I

I
150 I

\ I2
4 125 I

ЮО
I

50

z
р:

Рис . 4

в установившемся режиме от напряженности электрического поля

Ео при Bi = 1 и h = 4,5 . 10-2; 9 . 10-2; 13,5 . 10-2; 15 . 10-2 м (кривые

1-4) для рассматриваемого материала приведсна на рис. 4. Сплошные ли­

нии соответствуют частоте нагрева 1010 Гц, штриховые 3 . 109 Гц И штрих-

пунктирные 3 . 108 Гц. .
Из анализа полученных результатов следует, что в отличие от распре­

деления джоулева тепла по толщине электропроводного слоя, находящегося

под воздействием электромагнитного поля [5], распределение удельной плот­

ности тепловыделений в диэлектрике существенно зависит от соесношения

между толщиной слоя и длиной волны Л* . При этом при длине падающей вол­

ны, равной половине толщины слоя, имеют место наибольшие тепловыделе­

ния. Изменением длины волны можно существенно регулировать распределе­

ние тепловыделений, создавая при этом по толщине зоны более сильного

и слабого нагрева.
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Е. 111. Федюк

УПРУГОЕ РАВНОВЕСИЕ попсгон СФЕРИЧЕСКО,,", ОIiОЛОЧКИ

С СИСТЕМОй ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ РАЗРЕЗОВ (ТРЕЩИН)

(1)-.
V2V2W k + dR V2CPk = - (vVI + V~) Xg2 - 2 (l - ") V1V2X?2'

Здесь

2 2 д д 2ЕhЗ

уо2 = V1 + V2; V1 = aXk ; УО2 = дy~ ; Do = 2Eh; D = 3 (1 _ v2) ;

Е. v - модуль упругости и коэффициент Пуассона; R - радиус средин­

!!ОЙ поверхности оболочки; 8~i' X~! - компоненты тензора дисторсии, ха­
рактеризующие скачки перемещений и угла поворота на линии разреза и

аыражающиеся формулами

8~2 (Xk' Yk) = 821< (Xk) () (Yl<). В?2 (Xk. Yk) = 8Зk (Xk) 6 (Yk),

X~2 (XI<, Yk) = X2k (Xk) () (Yk) + Х4!.: (Xk) V26 (Yk). (2)

X?2(Xk' Yk) = V1Х4k (хJ б (Уk) .

Рассмотрим изотропную пологую сферическую оболочку толщиной 2h. Пусть
оболочка имеет N прямолинейных в плане произвольным образом расположен­

ных параллельных сквозных трещин (разрезов) длиной 2l k (k = г,N).
Предположим, что оболочка находится под действием внешней нагрузки, а

к берегам разрезов приложены самоуравновешенные усилия и моменты.

Считаем, что в процессе деформации оболочки при заданной нагрузке берега

разрезов не контактируют.

Отнесем срединную. поверхность оболочки к прямоугольной декартовой

системе координат хОу, причем ось Ох направим параллельно линиям распо­

ложения разрезов . На каждом разрезе введем локальную систему координат

X:.0k!Jk' начало которой совместим с центром разреза, а ось OkX~ направим по

.1ИНИИ разреза. Центры разрезов в базисной системе координат хОу имеют

координаты (Д, yg), а оси 0kXk образуют с осью ОХ углы ~k = О или ~k =
= л. Напряженное состояние рассматриваемой оболочки можно представить

в виде суммы напряженного состояния, вызванного внешней нагрузкой в

оболочке без разрезов, и возмущенного, вызванного наличием разрезов

ггрешин). Задача сводится к нахождению возмущенного напряженного

состояния, так как напряженное состояние сплошной оболочки определяет­

ся известными методами .

Используя предложенный в работах (3, 4] метод решения задач теории

тонких оболочек с трещинами, для определения возмущенного напряженного

состояния пологой сферической оболочки [1] с одной трещиной I xkl ~ lk'
У. = О получаем разрушающую систему дифференциальных уравнений от­

носительно функций CPk (Xk, Yk) и Wk (Xk, Yk):

V2V2CPk - ~o V2W k = - о, (VI8~ - V1V28~2),
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