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ПОЧТИ-ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ

НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА

Рассмотрим нелинейвое уравнение Шредингера

а;: - idu + ~ (Iи I)и = f (t, х), х Е' R" (1)

с монотонной нелинейностью, точнее, в предположении, что 1) ~ (л) . л, (л >­
>- 0)- непрерывная неубывающая функция, lim ~ (л)л = о при л. __ О; 2)
для некоторого р > 1 и достаточно больших л >- о

с1л
Р-

2
::;;; ~ (л) ::;;;с2л

Р-
2

, С1, С2 > О.

Наиболее интересен случай, когда ~ (л) = Л{J-2. Уравнение (1) изучим в

пространствах типа ЕР (Rn
, V) (V- банахово пространство)почти-периоди­

ческих функций Безиковича. Определение и основные свойства таких про­

странств приведены в работах [4, 81 . Напомним, что для рефлексивного V и

р ;» 1 пространство ЕР щn, V) рефлексивно и

[ЕР (Rn
, VH' = ЕР' (Rn

, V'), +++= 1, (2)

где двойственность задана формулой (и, V)B = М {(и, v)}, м (ер} - среднее

значение почти-периодической функции ер; (и, о) - двойственность между

V' ' н V.
Линейные дифференциальные операторы распространяются на простран­

ства почти-периодических функций по двойственности (см. [7]):

(Lu, V)B = (и, L+V)B, v Е Trig (Rn
, С).

Здесь L+- формально сопряженный к L оператор, а Trig (Rn
, С) - про­

странство тригонометрических полиномов вида

v(x)=~akexpiskx, x ERn
, skERn

, а" Е'С.

Теорема 1. В предположениях 1) и 2) для любого f Е ЕР' (Rn+1
) уравнение

(1) имеет решение и Е ЕР (Rn+1
) . Если при этом функция ~ (л) . л строго

монотонна (л >- О), то полученное решение единствен но.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Уравнение (1) запишем в операторной форме

Lu + А(и) = {,
где

L = :, - id;

D (L) = {vЕ ЕР (Rn+1
) ILv Е вР' (Rn+1

) };

А (v) = ~ ( Iv I) . е, о Е' ЕР щn+\

Как и в работе [4], из условий 1) и 2) н структуры баровских компактов [6]
вытекает, что оператор А отображает ЕР (Rn+1

) в ЕР' (Rn+1
) и является непре­

рывным, монотонным и коэрцитивным (в смысле работы [3J).
Оператор L кососамосопряжен, т. е.

L*=-L.

На элементах v Е Trig (Rn+1
) это равенство

работы [7]. Остается показать, что

D (L) = D (L*).
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ГТО определению L является слабым расширением оператора

%t - i!J. : Trig (R n+1
) -+ вР ' (R

n+ 1
) .

Следовательно, L*- сильное расширение оператора

- :t + i!J. : Trig (R~+l) -+ вР' (Rn+')

и Trig (R n+l
) плотно в D (L *) по норме графика . Теперь равенство (4)

получается из плотности Trig (Rn+1
) в D (L) по норме графика . Для дока­

зательства последнего утверждения воспользуемся аппроксимациями Бох­

нера - Фейера в форме, приведеиной в работе [8J. Пусть {СРа} - 'сеть ядер

Бохнера - Фейера. Определяем операторы Ра, полагая

Раи = СРа * и, и Е вl (Rn+\
где свертка берется на группе R~+' [6, 8J. ИЗ б-образности . ядер {СРа} стан­
дартным образом вытекают следующие утверждения .

1. 1т г, cTrig (R,,+l);
ll. Для любого а > 1 операторы Ра равномерно ограничены по норме

пространства Bq (R n+1
) ;

111. lim Раи = и по норме пространства Bq (R"+'). Кроме того, на

Trig (Rn+1
) операторы Бохнера-Фейера коммутируют со всеми дифферен­

циальными операторами с постоянными коэффициентами. Далее, для и Е

Е D (L) получаем

(PaLu, и)в = (и, L+Ра.и)в.= (и, Рь]:+и)в' = (LPau, и)в,

т. е. операторы РСХ коммутируют с L на D (L). Отсюда и из свойств l-III
операторов Р« вытекает, что lim Раи = И, И Е D (L) по норме графика, и

соотношение (4) доказано.

Для доказательства теоремы 1 достаточно тепер ь сослаться на теорему

1.1 работы [3J.
Рассмотрим задачу Коши для уравнения (1) в классе почти-периоди­

ческих по х Е Rn
функций.

Теорема 2. Пусть f Е [Р ' (О, Т; вР ' (Rn
) ) (Т > О - произвольное) и

ио Е В2 (Rn
) . Тогда существует решение и Е [Р (О, Т; вР (R n

) ) n С ([о, TJ;
В2 (R")) уравнения (1), удовлетворяющее условию

и (О) = ио. (5)

Д о к а э а т е л ь с Т В о . Положим V = и (О, Т; ВР (Rn
) ) и определим

оператор L равенствами

Lv = : - il1v,

D(L)= ~ VE V I Lv E V' , и(О)=О}.

Нетрудно показать (ср. с [10]), что из V Е V , Lv Е V' вытекает, что V Е С([О,

Т]; В' (R
n

) ) и предыдущее определение имеет смысл. Оператор А определяет­
ся той же формулой, что и выше, и является монотонным семинепрерывным

коэрцитивным оператором из V в V' (ср. с [4]).
Покажем, что L - максимальный монотонный оператор (тогда теорема

2 будет следовать из абстрактных результатов [10J), Положим 1

о, (L) = {и Е СО ([О, Т]; Trig (R
n

)) IV (О, Х) = О}

и докажем, что D o (L) плотно в D (L) по норме графика. Используя операторы

Бохнера - Фейера по переменной Х Е Rn
, можно аппроксимировать функ­

цию v Е D (L) тригонометрическими полиномами

~ а" (t) ехр iskX,



(6)р :>2,

р<2

где a k Е LP (О, Т); a~ Е L P
' (О. Т); щ (О) = О. Стандартная регуляризация

функций ak и) по t показывает, что D o (L) плотно в D (L) по норме графика.

Определим оператор М равенствами

Ми = - ~~ + i/1v, v Е D (М),

D(M) = {vEVIMvEV', и (Т) = О) .

Как и ранее, пространство {и Е СО (Ю, TJ, Trig (Rn» v (т) = О} плотно в

D (М) по норме графика. Кроме того,

(Lv, w) = (и, Mw), v Е D (L), w Е D (М).

Теперь стандартным образом проверяем (см. (31), что L > О - замкнугый

оператор и L *= М > О.

Дополним теорему 2 изучением поведения решений задачи Коши при

t -+ + 00 .

Теорема 3. Пусть и1 (t), и2 (t) (t > О) - два решения уравнения (1), и1' и2 Е

Е [
Р

(О, Т; ВО (Rn» n с ([О, Т]; В2 (R n
)) для любого Т > О с общей правой

частью . Тогда ljJ (t) = I1 и1и) - u2(t ) 1182 является невозрастающей функци­

ей. Если, кроме того, выполнена оценка

(Р. (~ В ( 1 { а 1Л ) - "'2I
Р

,
1-' (\,1) л'1 -, (л2 ) 1.2) ' 1.1 - (\,2) >

а 1 Л) - 1.212 (1 + "'1 -+- л2)Р-2,

для л'1' 1.2> О, то выполняется включение

и} - и2 Е [
О

(О, + 00; в
Р (R

n». (7)

При р :> 2 имеем также lim ljJ (t) = О при t -+ + 00 .

д о к а з а т е л ь с Т В о. Для любых О ~ to~ t справедливо СООТНО·

шение

1 I

2"" [1jJ2 (О _1jJ2 (to)] + i (А (и1 (Т» - А (и2 (Т», и} (Т) - и2 (Т»8 dT = О. (8)

1"

Действительно, подставим и1 (соответственно и2) в уравнение (1), и, умножив

скалярно на и2 (соответственно и1), вычтем полученные равенства . Затем,

проинтегрировав по отрезку [tо, t] и воспользовавшись косой самосопряжен-

ностью оператора i/1 и равенством ' .
Ii (и' (Т), v (Т»8 d1i = +(11 v и) IJ1, -11 v (to) 111,),

'

n

получим соотношение (8). На самом деле предыдущее рассуждение формаль­

но и имеет смысл только для достаточно регулярных и} и и2 , например для

и}, и2 Е D o (L). В общем случае требуется некоторый предельный переход,

обоснованный, по сути, в конце доказательства теоремы 2.
Первое утверждение теоремы 3 вытекает из равенства (8) и монотоннос­

ти оператора А.

Пусть выполняется оценка (6) и для определенности р >- 2. Тогда из

соотношений (6) и (8) получаем

I

-{- [1jJ2 и) - tp2 (to)] -+- а S[.и1 (Т) - и2 (Т) !i~p d-c ~ О.
/ .

Отсюда сразу получаем включение (7). В случае р >- 2 имеем вложение вР с

с В2 . Теперь из включения (7) и монотонности функции ljJ (t) вытекает, что

Нгп <р (t) = О. Случай р < 2 рассматривается аналогично снезначительными

модификациями (ср . с [5]).
Теоремы I и 3 показывают, что для f Е вР' (Rn+l

) решение задачи (1).
(5) при t -+ + 00 ведет себя так же, как некоторое почти-периодическое
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решение и (t , х). Противоположная ситуация возникает в случае аналитиче­

ской нелинейносги: в работе [IJ найден большой запас периодических по t
решений.

Развитые методы применимы к уравнению (1) в ограниченной области

Q с Rn
: для любого f Е ЕР' (R . LP

' (Q) существует такое решение и Е ЕР

(В; L P (Q» уравнения (1), что и I дQ = О . Обычные методы отыскания почти­
периодических решений [2, 9], основанные на соображениях компактности,

в этой ситуации неприменимы .
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в работах [2, 7] на основе многоконтинуумных представлений [3, 5] построе­
на динамическая модель полупроводника для описания пропессов деформа­

ции, тепло- и электропроводности, поляризаuии, а также генерации и реком­

бинации электронов и дырок. Модель представлена в виде трех взаимопро­

никающих взаимодействующих континуумов - электронов, дырок и крис­

таллической решетки, для каждого из которых постулируется локальное

термодинамическое равновесие при неравновесном состоянии макроэлемен­

та полупроводника в целом. Однако в ряде случаев можно говорить о совпа­

дении температур электронного и дырочного газов с температурой кристал­

лической решетки. При этом протекание указанных пропессов может быть

описано диффузионной моделью. Пример построения такой модели деформи­

руемого, тепло- и электропроводного полупроводника можно найти в рабо­

те Ш.

В настоящей работе при построении диффузионной модели полупровод­

ника для описания процессов деформации, теплопроводности и электропро­

водности в качестве исходных термодинамических соотношений примем

условия локального равновесия для каждой из трех подсистем полупровод­

ника в том виде, в каком они постулируются в динамической модели [7].
Ес.1П пренебречь массой электронов по сравению с массой кристаллической

~'::2~ТКИ, давлением электронной и дырочной подсистем, а также влиянием
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