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АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ А-УСТОЯЧ'ИВЫХ МЕТО.А08

ДЛЯ ЧИСЛЕННОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯ

в вычислительной практике часто приходится решать задача с начальными

условиями для так называемых жестких систем обыкноееаньц дифференци­

альных уравнений

у; = ti (х, Yl' У2' .•• , Уm) (i = 1, 2, ..• , т), (l)

матрица производных ::; для которых имеет большой разброс собственных
значений. К решениютаких задач приводятпроблемы построения математи­

ческих моделейфизико-химических,биологическихи экономических пропес­

сав, задачи многомерной оптимизации, кинетики, электроники, электриче­

ских цепей и Т. п. Подобныевычислительныезадачи могут возникать при ре­

шении более сложныхдифференциальныхзадач. Классическиеявныеметоды

типа Адамса или Рунге - Кутта, например. применимы в этом случае

лишь при очень жестких (часто практически неприемлемых) ограничениях

на величину шага h численного интегрирования. Более удобными здесь

оказываются методы, А-устойчивые при любых шагах h, Численный метод

называют А-устойчивым (3], если в применении к уравнению

if=~ 00
при всех Л, для которых Re л < О, его погрешность стремится к нулю, когда

х- 00.

Поскольку все предлагаемые ниже методы покомпонентно переносятся

на системы обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка,

то для простоты записи будем иметь в виду случай одного дифференциально­

го уравнения

у' = t (х, у) (3)

с достаточно гладкой функцией t. Для построения А-устойчивых методов
численного интегрирования дифференциальны х уравнений рассмотрим раз­

ложение ряда Тейлора для функции

у' (хо) у" (хо)
У(Х) = У (ха) + 11 (х-хо) + 21 (х-хо)2 + .,. +

(n) ( )+ у n,Хо (х - хо)n + (4)

в соответствующую цепную дробь Н, 4]. для этого ряд (4) запишем таю

у (х) = у (ха) го,
где

1+ у' (хо) (х - хо) + у" (Хо)

го = у (Хо) 11 (ухо)

+ у(n) (Хо) (Х - Хо)"

у (Хо) n/ +
Представим го в виде

1
го = 1 (1) ( ) (1) ()2 (1) ( )n • (5)

- 001 Х - ХА - 002 Х - ХО - ••• - U1n Х - ХО - •••

Здесь

n- I

@;I) = - ~ O)~~k
k= l

0)(1) _ у' (хо)
1 - у (хо) ,

y{k) (хо) у(n) (хо)
kly (хо) + nl у (хо) (n = 2, 3, 4, ... ).



Разложение (4) принимает вид

у (х) = у (Хо) (6)
1 - (011) (х - хо) - oo~l) (х - хо)2 - - oo~) (х - хо)n - •••

Запишем выражение (5) следующим образом:

1

oo~l.!..-l (х - ха)n-l

1 - oo~2) (х - ха)
1 - oo~l) (х - Ха) - oo~l) (х - xo)~ - '"

го = ----- --------------------

где

Тогда

(\)
(2) ООN

О)N = -(1-)-.
oon-l

(7)у (Ха)

OO~:.!..-l (х - xa)n-l

1 - oo~2) (х - хо)

n 2

1-2: ooI1)(x-xa)'-

'=1

у (х) = ---::-n-----..::......:....=------

Продолжая этот процесс, получаем

_ у (Ха) I ооjl) (х - Ха) I oo~) (х - Хо) I
у (х) - I ] - I I 11 (8)

Коэффициенты дроби (8) определяются через коэффициенты исходного, ряда

Тейлора

(11 у' (хо) (2k) QJk+l'l'k-l
0)1 = У (хо) 0)2k 'Pk'l'k

(2k+l) 'Pk'l'k+l
0)2k+l Ф , <ро = 'Фо = 1 (k = 1, 2, ... ),

'Pk+J "

у (хо)
у (хо) у" (хо) y(k) (хо)

-1-1- 21 k!

у ' (Ха) у" (Ха) '" (Хо) y(k+l) (хо)
У

qJk = 11 21 31 (k+ 1)1

. . .. . .
y(k) (Ха) y(k+1) (Ха) y(k+2) (Ха) y(2k )(Ха)

k/ (k+ 1)1 (k+2)! (2k) 1

у ' (Ха) у " (Ха) у'" (Ха) y(k) (Ха)

11 21 31 k!

у" (хо) у'" (Ха) у!У (Ха) y(k+\) (хо)

\)Jk = 21 31 41 (k+ 1)!
1) . . . . .

y(k) (Ха) y(k+l) (Ха) y(k+2) (%О) y<2k-l) (%О)

kl (k+ 1)1 (k + 2)! (2k - 1)!

Определение (4J. Аппроксимацией Падэ функции у (Х), представленной
со

етепенным рядом у (х) = :Е с.х'; называется псследовательность рациональ-
l=0

ных ФУНКЦИЙ gпт (х) = Рn (X)/Qm (Х), дЛЯ которых выполняется условие

Iу (х) - ~: ~;) I= о (xn+m+!), т. е. разложение gnm В степенной ряд сов­
падает с ИСХОДНЫМ степенным рядом до членов х..+m включительно. Матрица
~ gnm ~ называется таблицей Падэ.

13



По выражению (6) построим последовательность

n

1 - ~ юр> (х - xo)1
1=1

у (х) = --~'--=---

Ее разложение в степенной ряд совпадает с разложением искомой функции

у (х) в ряд Тейлора до членов х" включительно. Для уравнения (2) она

совпадает с первыми n элементами крайнего левого столбца таблицы Падэ для

функции eMX-Хn ) .

Исходя из разложения (7) построим последовательность

ю~~l (х - хо)n-I

1 - ю~> (х - хо)
I - юр> (х - хо) - •.•

у (х) = ------"-'~--------

которая для уравнения (2) совпадает с n - 1 элементами второго столбца

таблицы Падэ, начиная с элемента gl1' Продолжая аналогичные построения,

мы исчерпаем все элементы, находящиеся в столбцах нижнего треугольника

таблицы Падэ

Таким образом, представляя искомое решение дифференциального урав­

нения в виде (6) - (8), получаем А-устойчивые методы численного интег­

рирования дифференциальных уравнений.

Используя ф0рМУЛЫ (6) - (8), ПОСТРОИ~1 нелинейные формулы типа Рун­

ге - Кутта и Адамса. Методы второго порядка точности представим в виде

а) У - Уn
п+' - ~

1- hkf _ ynh (~-kiJ -2~:1rJ

Уn ~29~

(9)

hЭ ." .., ~ ,.. , f)

Гп+1 = -4- :(l2 (уп-fg!Jп) + 4уп(упУп _(y..,)2)ly;;} + о (h4
) ,

~ = f (Хm уn), k2 = f (Хn + a 2h, Уn + a 2hk1) ,

Уп+1 = У (~t+t), Уn = У (хn) , h = Хп+1 - Хn'

где а2 - свободный параметр;

(10)Уп

hk1

Уn

Уn (k2 - kд - 2rx2kIh
1 - ----;;,----,---"-­

2rx2ynk i

I - ----~'-------;:--

hЗ ... " " •
ГП+l = -4- {а2 (уп - fIj~n) + (уп)2/уn ) + О (h4

) .

Операторы перехода соответственно имеют вид

S~+1 (М) = 1

1- и. + -1 (л'h)2
2

1++Лh
S~+1 (лh) = - - - -

1
I-тлh
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т. е. 1 s~a+~ (М) I < 1 при Re 'л < О и h > О. Методы третьего порядка точ­
ности:

(11)

1 - -;:- _

1 1
~ = -~, а2 = ---;;::;-,

2 """'з

Ь - 2-Заз Ь _ Заз-2 Ь _ 2-Заз
1 - 6азCGя ' 2 - ~ (a~ - aJ ' 3 - 6a~ (a~ - аз) ,

А _ ~. За2 (1 - аз) - аз А _ аз (a~ - аз)
1-'31 - аз 2 - Заз ,1-'32 - аз (2 - Заз) ,

а = h4 { + 2уn (у~)з - 12y~y~y~ + 9 (у'JЗ } + о (h5)
' n+' еn+! ", ,

36 (УnУn - 2 (уn)2)

где ~ и аз- свободные параметры, еn+! - остаточный член семейства клас­
сических методов Рунге - Кутта третьего порядка;

б) Уn+I = 1_ 4rh -.!!~2h2 - d.j1З

d1 =!!L
Уn '

б

+rn+l, (12)

d - r (~ki + азkз ) _ k2] / 2
2 - Уn h J Уn,

d = [ 2 ( bikl + Ьзkз + ЬЗkЗ ) _ 2 k ( a1ki + азk<j. ) + k3] / 3
3 Уn hз Уn 1 h 1 9n,

б { 1 r2 'Щ "2
'n+! = h4

еn+ l + 12lYn (4уnуп + 3 (Уn) ) -

- 18уn (y~)2 y~ + 12(y~)4] /УЧ + О (h5).

По предложенной методике легко построить соответственные нелиней­

ные многошаговые методы типа Адамса. Например (см. разложение (6)):

Уn+! = Уn т + О (hm
+ \ (13)

1 - Yih - Y2h~ - ••• - Ymh

где .
Уn

1'1= -;
Уn

m=2,3, .... ,

/'о/у' i

Ci+l = hi~{ ~ t (t + 1) ..• (t + i - 1)dt,
t о

i = 1, 2, .•. , т - 1;

{ , {-l ' (-l '
/). Уn-! = /). Yn-i+l - /). Yn-l.
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Рассмотрим вычислительную формулу '

Ьо + bjh + .. , + bkhk

[ ,,+!
~ П ( dtyn -hFn)

ао+~Щ (J,hF
;=1 1=1 Уn + "'1 n

(k ' 1, 2, 3, ... ; l = О', 1, 2, ...),

где коэффициенты Ьо, b1 , ••• , bk определяются из соответствующих

аппроксимации; а;, d[, ~! - свободные параметры, а

т

рn = ~ avkv , т= 1,2,3, ... ;
v=1

(14)

условий

k1 = f (ХпУn); klJ. = t (Хn + plJ.h, Уn + h ~~1 glJ.;k;) ,

f.I.=2, 3, ... , т;

plJ. и glJ.i - коэффициенты соответствующих линейных классических методов

типа Рунге - Кутта, Среди множества вычислительных методов, которые

описываются этой формулой, находятся А-устойчивые, L-устойчивые и жест­

ко устойчивые [2] методы численного интегрирования дифференциальных
уравнений.
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Р. М. Гаций

О СОЧЕТАНИИ МЕТОДОВ РИТЦА И ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ РЯДОВ

В САМОСОПРЯЖЕННЫХ ПОЛНОСТЬЮ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ЗАДАЧАХ

МНОГОЧЛЕННОГО КЛАССА

Рассмотрим задачу на собственные значения

М [у] = хн [у], (1)
UIJ. [у] = О, f.I. = 1, 2, ... , т, (2)

где М, N - линейные однородные дифференциальные выражения порядков

т и n (т > n) соответственно; U11 - линейные однородные дифференциаль­

ные формы относительно значений функции у и ее производных до (т - I)-ro
порядка в двух фиксированных точках х = а и х = Ь .

Пусть задача (1), (2) является самосопряженной и полностью определен­

ной. Это значит [2], что для любых функций сравнения и, v, удовлетворяю­
щих краевым условиям (2) и т раз непрерывно дифференцируемых, справед­

ливы условия самосопряженности

ь

~ (иМ [v] - vM [и]) dx = О,
й

'1
~ (uN [v] -vN [и]) dx = О
й
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