
+_д ( а )+
д. cos (C'V)

~ a~
s cos (l, ")

д д ~ д
Здесь (JГ = ----а:;; - cos (n, ") дi!' Применяя аналог формулы интегриро-

вания по частям на многообразии*

)' <р ~~ ds = - ~ ЧJ( ~~ + g'<p) ds,
G G

где g' - некоторая функция, зависящая лишь от многообразия О, а1: - глад
кое векторное поле на О, получаем

(.Е: _ _д ) Iи 12 ds _ ('[_ 2аа
\ д' д" I - ~ cos (C'v)

+ g' а ] Iи 12 аз,
COS (1, ")

~ а cos (V~) ( д~ + ~ ) lul2 ds = ~ а cos (v-:n) д la~ 12 ds +
~ ~

+ ~ а cos (V:'п) д ~~ 12 ds = ~ а cos (V:'п) д ~~ 12 ds _ ~ Iи 12 д (а со;! (.('n» ds.
э, з, в,

Используя условия излучения (3) и устремляя радиус сферы к бесконеч

ности, записываем

o=-('('{~a (~~+~.~) I 4~B.~lul+JJ 4-', {/ дх, дч дх, дх,,/ -г ~ , дх,
D[ '1= ,=

+ (±~ + 2 ±дB~ + 2 ф2 _ (2»)' IUI2
} dDe +

; = 1 дх , 1=1 дх,

{

n }"" д а (g' - 20) а 2+ ~ ~ (2В; + Ьд cos (п, Xi) + д't ( ~) + '" Iи I ds.
s [=1 cos (l. 'У) cos (1, 'У)

Отсюда следует, что при выполнении неравенств (5), (6) решение и = О.
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И. М. Ковальчик

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ

ДЛЯ ТЕЛЕГРАФНОГО УРАВНЕНИЯ

В ВИДЕ КОНТИНУАЛЬНОГО ИНТЕГРАЛА

Вопросу представления решений дифференциальных уравнений через ин

тегралы в функциональных пространствах посвящено много работ . В част

ности, выражение фундаментальных решений операторпых и дифференциаль

ных уравнений и систем через континуальные интегралы содержится в

работах [Г, 2], а решение задачи Гурса для уравнений и систем ги перболиче

ского типа второго порядка - в работах [3, 4]. В данной работе решение за

дачи Коши для одного уравнения гиперболического типа выражено через
интеграл по пространству непрерывных функций двух переменных.

* Данилова И. А . Внешние краевые задачи для' уравнения Гельмгольца.- Тр. мат.
ин-та им . В. А. Стеклова, 1968, 53, с. 58-72.
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(1)

Пусть С2- пространство непрерывных функций х = х и, 5), заданных
Е.2 единичном квадрате Q = Ю ~ t, s ~ 1] и удовлетворяющих условию

х (!, О) = х (О, 5) = О. На этом пространстве могут быть введены мера, обоб

maющая винеровскую, и интеграл по этой мере (см . библиогр. в работе 15]).
Пусть С2 (R) - пространство непрерывных функций х = х (t, 5), заданных
ва прямоугольнике R = [аl -< t -< ы1] х [~~ 5~ Ь2] и таких, что х (t, а2) =
= х (Щ, 5) . О. Мера и интеграл в нем вводятся так же, как и в пространст

ве С2 • Через F (х) обозначим измеримый функционал, определенный на

пространстве С2 (R). Интеграл от этого функиионала по обобщенной мере

Вивера в пространстве C~ (R) будем обозначать так:

I F (х) dwx, или I F (х) dwx.
С,(Я) e,[[a,,",JX [a" b,~]

Если принять первое обозначение, то для х Е QUR получим легко про

вернемые формулы

~ F (х) dwX = ~ F[V(bl -аl)(Ь2 -а2) х ( ~'}~a;' ~!=:: )] dwx,
€.(Я) е.

(' F(x)dw x = (' Р[ . < I x(a1 + (·)(b1-a1), а2 +J cJ V (bj - a1) (Ь2 - а2)
~ , ( Я)

+ (.) (Ь2 - а2» ] dwx.

Пусть дано дифференциальное уравнение

. ' д2u (/, 5)
[(и) . atas +c(t, 5)U(t, 5)=f(t, 5),

а на плоскости переменных (t, 5) задана линия l, которая пересекается не бо

лее чем в одной точке с прямыми, параллельными координатным осям, и

вигде не касается характеристических направлений . Задача Коши состоит

в нахождении решения уравнения (1) в некоторой точке М (t, 5) В окрестнос

ти кривой 1, т . е . нахождении функции и (t, 5) по заданным на кривой 1
значениям функции U (t, 5) и ее частных производных Ut (t, 5), Us (t, 5). В пря

моугольни ке R выберем произвольную точку М (t, s) и через нее проведем

характеристики МА и МВ, где точки А ио, 5) И В (t, 50) лежат на кривой

1. Пусть D - криволинейный треугольник, образованный прямыми МА,

МВ и другой кривой l.
Теорема. Если с (t, 5), t (t, 5) - заданные на R непрерывные функции,

то решение задачи Коши и (t, 5), (t, 5) Е R для уравнения (1) имеет вид

Ь, ь,

и (t, 5) = и (А) 1и (В) + Н f(;;, а) dq;d<J + ехр {+ I I с (tl' 51) dt lds1} Х
D t s

Х ~ ехр {- 2 y~ с (/1' 51) [1 + х иl' 51)] dx «. 51) - 2!~ C2(tl' 51) Х
c.[[t. ...JX[s.b.]] t s t s

Х [1 +хиl' SI)]2dtld51}[H x('t, <J)f('t, <J)d'td<J]dwx+
D

+ i- I [и (t, s; ч , а)и,; (т, а)-и'!: (t, 5; ч, <J)И (т, а)] d1i
I

- [и ([, s; т, а) Иа (т, а) - иа (t, 5; 'о, а) и (т, а)] 00, (2)

где

Ь, Ь!

V (t, 5; 't, а) = 1 + ехр {+ SI с (tl' 51) dt 1d51} \ х (т, а) Х
t s с.[[t.Ь.!Х[s,ь.п

9



Ь, Ь. 9. Ь, .

Х ехр {-2 SSс «, s1H) +X(tl' sl)]dx(tl' 51)-2 SI C2(t
l, s1H) +

t s t с;

+ х (tl' 51)Г dt 1d51} d\flX,

г интеграл 5у н, s) dx (t, s) (у Е с; (Q), Х Е С2 (R» следует понимать в смысле .
я

Пэ."'I1I - Винера - Зигмунда. .
Д о к а з а т е л ь с т в о. По методу Римана решение задачи Коши '

Д.'1я уравнения (1) находим по формуле' .

u (t, s) = и (А) t и (8) + -+ S[и (t, s; 'С' а) и'!: (,;, а) - и1; (t, s; т, а) и (т, а)] Х .
J

х а» - [и (t, s; с, а) ИО (т, а) - ио (t, s; с, а) и (1J, а)] ао +

+ s5v (t, S; . '[', о) f (т, а) ахао .
D

(3)

где v (t, s; to, So) - функция Римана оператора L (И), являющаяся решением

задачи

д2z (t, s)
дtдs + с и, s) z(t, s) = О, г (to' 5) = z(t, 50) = 1

данная задача эквивалентна интегральному уравнению

I s

W (t, 5) = - SSс (t1, 51) W иl' ~1) dt l d S1 - SSО· иl' St) dt l d51. (4)
t(J SfI t" ')..

Здесь z (t, 5)= 1 + w (t, 5). Теперь необходимо выразить решение интеграль

ного уравнения (4) через континуальный интеграл. Формулы о преобразо

вании интеграла Винера при замене переменной интегрирования, известные

для интеграла по пространству С2 [5], тривиально переносятся на интеграл

по пространству С2 (R). А именно, при сдвиге на функциюа (t, 5) в простран

стве С2 (R) справедлива формула

~ F (х) dwX = ехр{- ~ [ д2~;~~ s) Г dtds} ~ F (х + а) х
~~ R ~~

Х ехр [- ~ д2ад~~S S) dx (t, s)Jdwx.
R

При линейном преобразовании

х (t, 5) -+ У (t, 5) = х (t, s) + ~ к (t, s; (1' St) Х (t 1 , St) dtldsl = х + L1x -

- ~ F(x)dwx = ID1 1 ~ F(x+L1x ) exp { - ~[~~s ~'K(t,s; tl , SJ X (tl , SI ) х
~~ ~~ R R

Х dtldslГ dtds - 2 ~ [ a~;s ~ К (t, s; (1' SI) х (t1, 51) dtldS1] dx (t, s)} dw х,
R R

где D1 - определитель Фредгольма. Используя эти формулы, можно выра

зить решения интегральных уравнений Фредгольма и Волыерра через

континуальные интегралы. Например, решение уравнения

t s

У (t, s) = х (t, 5) + SSк (tl' 51) Х (t 1, 81) dtl ds1, (t, s)Е R
й1 а2
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ерезставляется через следующий континуальный интеграл:

чс, s) = ехр{+ ~ к (t l, 51) dtld5 l} ~ Z (t, 5) ехр {2 ~ l d2Уд~~~ s)
R в,(Я) R

- Л.- (С, s) г (t, 5)1 dz (t, 5) - ~ [д2Yд~~/) - к «, 5) г (t, 5)12dtd5} d\\I'z.(5)
R I

Н:: .свовании этой формулы выражение решения интегрального уравнения

1";. а затем и функции Римана через континуальныйинтеграл очевидно.

Полставляя найденную функцию v и, 5; 1:, 0') В формулу (3), получаем фор

Vy.1y (2). Теорема доказана.

Отметим, что решение системы интегральных уравнений Фредгольма

на R (ядро может допускать разрыв, так что система Вольтерра является

частным случаем данной системы) вида

Yk и, 5) = Xk и, 5) + ~ ~ к.. «, 5; t l, 51) Х/ (t l, 5}) dt ld5} (k = 1, р)
1=1 R

лопескает следующее представление через континуальный интеграл

(ер.- с [4J):

Xk и, 5) = ID2 1ехр{- f ~ [д2У~t~; s) Г dtd5} J' Zk и, 5) х
k=lя р

C2(R1

Х ехр {2 tl ~ a2Y~t~; s) «: [Zk (t, s) + t ~ Kkl «. 5; {}, 51) г, «. 51) х

х dt}dS l] - k~ ~ [ д:;s ~ ~ к.; (t, s; t}, 5}) г, «. 5}) dt lds}Г dtd5-

о

- 2 ~ \ [ a~;s ~ К k/ (t, 5; .; 51) г, (t}, 51) dt 1d5] Jаг; (t, 5)} dWZl .,. dwzp ,

k,l=1 ~ R
(6)

где D2 - определитель Фредгольма системы интегральных уравнений.

В связи с обобщением этих результатов следует отметить, что любую

задачу, содержащую дифференциальные выражения и допускающую заме

ну интегральным уравнением (системой), можно представить в виде контину

ального интеграла, используя формулу (6) или аналогичные формулы через

интегралы по пространетву С непрерывных функций одной переменной,

пространству СР = с Х ... Х С, пространству Сm т переменных или пространст-
------.-.
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