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РЕШЕНИЕ ВТОРОЙ СМЕШАННОЙ ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧИ

ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА СИЛЬНО ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ

В СЛУЧАЕ МНОГОСВЯЗНОЯ ОБЛАСТИ

С ПОМОЩЬЮ МАТРИЦЫ ГРИНА

В работе (3] построена матрица Грина задачи Дирихле в случае многосвяз­

ной области для неолнородной самосопряженной системы уравнений Эйлера

= F (х), (1)

(2)

(3)

(1')

соответствующей основной вариационной задаче для положительно опреде­

ленного функиионала

(' ~ дu' (Х) А дu (х) ах :» 2 (' '" дu ' ( х) дu (х) dxJ "'- дх/;> /;>1 дх; О;:Р 'V J "'- дх}, дх}, ,
V k. I= 1 V k=1

где A k / = AZk = A k / - постоянные действительные квадратные матрицы

порядка р; х = (Х1, .. •, Хn) Е Rn
; V - некоторая область из Rn

; 'V - дей­
ствительное число, и решена первая смешанная граничная задача для этой

системы.

Сохраняя обозначения работы [3], решим для системы (1) вторую сме- .
шанную граничную задачу. Пусть S/{ (k = 0, 1, .. . , т) - некоторые повер х -

ности в Rn
, Sk n Sj= о, So заключа ет внутри себя все остальные поверх­

ности. Относительно Sk считаем, что существует такое R> О (общее для

всех поверхностей), что часть Sk' находящаяся внутри сферы радиуса R,
описанной из произвольной точки Sk как из центра, при соответствующем

выборе осей координат может быть записана уравнением вида Хn = 'Pk (X1 , ...

• •• • xn_I), где CPk (х1 • • • •, x n_l) - однозначные функции; 'Pk (X1• •• •, Xn- I ) Е

Е С2 (Sk)' Пусть Dk(k = О, 1, ... , т) - область в Rn
, ограниченная э;

т _ _ . т

D = Do'" U о; о, = о, U з; S = дD = U в;
k=1 },=о

Вторая смешанная граничная задача имеет вид

А ( :х )и (х) = F (х), х Е о, F (х) Е С (D).

lim [C(Vn
) (+-) U (х) + h (х) u (х)1 = t (k) (Уо). х Е D,

X - f/ o Х

YOESk, k=O, •••• Г. O~г<m, / k)(Yo) EC(Sk).

~'h(S) (ХН >- О, h (Уо ) Е С (Sk)' (4)

Здесь s- произвольный действительный вектор ; h (Х) - матрица; h (S) (Х) ­
ее симметрическая часть;

(v o) ( д ) n - д
С -д- = - 2 ~ A1kVl (Уа) -д- -

х ~~l ~
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(8)

(7)

(6)

(5)

yoESk. yrJ.Sk (k=r+ 1•...• m+ 1);
(1) (Г) (1) (Г)
G (х, у, Dm+l) = ЧJо (х - у) - g (х, у. Dm+1) .

f(k) (уо)ЕС (Sk)'

Решение второй смешанной граничной задачи (1). (3). (5) ищем в классе

регулярных вектор-функций: и (х) Е о (15) n о (D). ДЛЯ эллиптических
систем второю порядка в случае п = 2 задача рассмотрена в работе 12],
для систем теории упругости при п = 3 - в работе !5]. матрицы Грина для
данных случаев - в работе П].

Справедлива следующая теорема .

Теорема 1. Задача (1), (3), (5) имеет единственное решение при условии

его существования.

Доказательство следует из формулы Грина (6] и условий (2), (4).
Решим задачу (1), (3), (5). Пусть Sm+l - проиэвольная поверхность

указанного выше типа. охватывающая все поверхности Sk (k = О, 1, о •• , т),
() т (1)

Оm+1 - область. ограниченная Sm+l. D,{.+I = Dm+1 " U Dk , G (х. у,
k=г+'

D~~~l) - матрица Грина внутренней задачи Дирихле для области D~+l' обла­
дающая свойствами 11, 3]:

( д ) (l) (Г) ( )
А дх G (г, У. Dm+1) = О. х =i= у Е D,{.+l,

(1) (Г) (1)

Нш G (х, у, Dm+1) = G (Уо. У. D~~l) = о.
х .....уо

граничный оператор типа Неймана; 'IJ/ (Уо) (1 = 1•...• n) - компоненты ели­

~ичного вектора внутренней нормали в точке Уо поверхности Sk Матрицы

A1k определяются единственным образом 14];

liт и (х) = f(k) (уо). хЕ D. уоЕSk k = г + 1•...• т,
x....yn

(1) (Г) (Г)
где g (х, у, Dm+1) - регулярное в Dm+1 матричное решение системы

А ( ~ ) и (х) = О. включая точку х = у;

( д ) (' ([) (Г) f D D D(r) f ( )Е С (-D) (9)А ах -ьG(х, У. Dm+l)f (у) dy = (х), хЕ. С: m+l, У . ;

(1) (Г) (l), (Г) •
G (х1 • х2• Dт+1 ) = G (х2, х1• D m+I ) . (l О)

Нт [c<VO) ( :х )+ h (х) ] ±~ 3) (х, у, D}:;~H) ~ (у) d,f =
1 ""'У. k=O Sk

= - ~ (уо) +i: ~ [C(vo
) ( д:о ) + h (Уо)] &) (Уо, У. D~~l) ~ (у) dyS, (11)

~O~ .

хЕ D~~+I. уоЕ Sk. k = О. 1•...• г;

Нт ~ ) [C(V) ( :у )~ (х, У. D}:;!t-t)т f( k) (у) dyS = 2f(k) (Уо).
""'Yo~г+l Sk

YoESk' k=T+l • . . . • т, xED; (12)

Нт [C(vo
) ( ~ ) + h (х)] ~ ~ &) (х, у, D~+l) ~ (у) duS =

J&"'yo ~OSk
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= - /;t (УО) +~ ~ [С("·) ( д:о ) +h(Уо) ] 3) (УО, У, D~+I) ~ (у) d"s,
1<=0S Il

т

хЕ U Dk, YoE5k, k=O, 1, ... ,Г.
1<=,+1

Решение задачи (1), (3), (5) ищем в виде

r (1) (,)
и (х) = J G (х, У, D m+l ) Р(у) dy +

D

т (' [ ( ) (1) ]'+-} ~ J С(") :у G (х, У, D~~I) f(k) (у) d,p +
k=r+l S k

"щ (,)+~ G (х, У, Dm+l ) ~ (У) d~,
1l=0

(13)

(14 )

(16)

где f.t (у) Е С (5/<) (k = О, 1, ... , г) - неизвестный вектор. Используя свой­

ства (6), (9), убеждаемся, что вектор и (х), определяемый выражением (13),
удовлетворяет системе (1). Вследствие свойств (7), (8) и (12) удовлетворяют­
ся граничные условия (5). Для выполнения граничных условий (3) типа Ней­

мана решаем систему регулярных интегральных уравнений

, (1

- hL (УО) +~ ~ [C (v.)( д:о ) + h (Уо)] d (уо, У, D~+I) hL (У) d,? = чr (уо) ,
k=O s .

k 5 k - О (15)Уо Е k, -, ••• , г,

чr (Уо) = f(k) (Уо) - ~ [ c (v.) ( д:о ) + h (Уо) ] 3) (Уо, у, D~+l) F (у) dy -
о

-+1<1 1~ [C(V.) ( д:о ) + h (Уо)] [C(V) ( :у )(j (Уо, у, D~+I)J '\~) dy5.

k

Покажем, что ее можно решить по первой теореме Фредгольма.

Рассмотрим однородную систему

- hL (Уо) +~~ [С("·) ( д:о ) + h (Уа) ] 3)(Уо, у, D::;~H) ~t (У) dy5 = О,
S k

уо Е 5 k , k = О, ••. ~ г (г < т)

в предположении, что ~i (у) =1= О является ее решением. Тогда для потенциала

, r (1) (r)
V (х) = L J G (х, у. Dm+l ) I:tt (у) dg5 (17)

k=OSk

вследствие выражений (6), (7), (11) и (16) получаем

A(~)V(x)=o, xED; limV(x)=O, УоЕ U 5k ;
ж-у. k=,+1

liт [C(v.) ( дд ) + h (х)] V (х) = о. х Е D; уо Е Uз;
ж-у. х "= 0

Согласно теореме 1 V (х) = О, х Е D. ИЗ непрерывности потенциала (17) в

области D::'+l (что вытекает из формулы (8» следует, что Нш V (х) = О,
Х-+Уо

xEDk , YoE5k , k =1, ... , г, в связи с чем из A(;x)V(X)=O, XEf!k,
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k = 1•...• " следует, что V (х) = О. х Е D v . далее' получаем

А (+-j' V (х) = О, х Е Dm+1"'..д. Jim V (х) = О, Уо Е 5m+l • Уо Е 50'
х ~~

Поэтому V (х) == О, х Е Оm+1 '" 50' Значит, V (х) = О, х Е t5%/+I. откуда
вследствие непрерывности потенциала (17). а также формул (16). (11) и (13)
получаем ,",,1 (у) == О. У Е 5 k , k = О. 1, ...• г. Таким образом, задача (15) ре­
шается по первой теореме Фредгольма .

Теорема 2. Вторая смешанная граничная задача (1). (3). (5) однозначно

разрешима и ее решение имеет вид (14); неизвестная плотность [J. (У) одно­

значно определяется из системы регулярных уравнений (15).
Все сказанное выше переносится на случай систем дифференциальных

уравнений вариаuионного типа с переменными коэффиuиентами

n n

( д ) "" д2u (Х) ~ ди (Х)
-l х, ~ и (х) = k7=J Аы (х) дхkдх/ + k~ А,. (х) дх; + А (х) и (х) = О

при условии существования для них во всем бесконечном пространстве фун­

даментальной матриuы.
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Пусть 5 - ограниченная замкнутая поверхность в пространстве Rn
• диф­

феоморфная (n - l)-мерной сфере 5n
- ' , D t - область. ограниченная по­

верхностью 5 и содержащая бесконечность. а D1 = Rn
"'" D/. Исследуем во­

прос о единственности в области D I решения задачи

n n,

~ д ( дtt) ~ ди 2_
.LJ ах ац ifX + 1...J b.i ах + ffi и - t (х),
I}=I / I {=l '

ди .......
дГ + ои Is = <р (х) (cos(l. n) > О).

(1)

(2)

n-I n-l
ди. --2- 2
7fГ + иои = О (г ), и = О (г ) при г-+ 00, (3)

где со = а (х) + i~ (х) - комплексная функция; n- внешняя нормаль по
отношению к D [; коэффициенты ац, b i • а - действительные достаточно глад-

кие ограниченные функции; 7Е C(l} (5). cos (C~) > О; v- конормаль, и,
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