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О ВЛИЯНИИ СОСРЕДОТОЧЕННОЙ СВЯЗИ

НА УСТОЙЧИВОСТЬ И МАЛЫЕ КОЛЕБАНИЯ

упругого СТЕРЖНЯ

в теор ии упругих колебаний и устойчивости актуальным является изуче

ние сложных континуально-дискретных систем, динамические характерис

тики которых зависят от различных параметров . Эффективным методом

исследования указанных систем является метод характеристических рядов

[2, 3]. В данной статье этот метод применен к решению задачи о влиянии

промежуточной упругой опоры на критическую нагрузку и частоту коле

баний консольного прямоугольного сжатого стержня.

Пусть нижний конец (s = О) рассматриваемого стержня жестко защем

лен, а верхний (s = l) - загружен консервативной силой Р. На расстоя

нии S} (О ~ ~} ~ 1) от нижнего конца стержня размещена упругая опора

жесткости ko. Представляя решени е задачи о малых колебаниях такого

стержня в виде

у (~, t) = f Ш et ffi
/ ,

где U) - параметр частоты, t - время, приходим к следующей обобщенной

задаче на собственные значения :

fIV (х) - ~f" (х) - Q2f (х) = - Кб (х - а) f (х), (1)

f(O)=f'(O)=o' {"(1)=О, f"'(1)-~f'(1)=О. (2)
Р[2 2[4 kl4 ~ ~

З А Q2 = (t) ~! К О .. Ы Е/'
десь 1-' = - ----П- ; Е/; = fiГ : х = т: а = 1: -

изгибная жесткость: т - масса единицы длины стержня: б - дельта

функция .

С использованием известных результатов [2, 4,51 получим обобщенное

решение уравнения (1) в виде

>

f (х) = 1: Ck [ep(k) (х) - Kep(k) (а) ер (х - а) 8 (х - а)],

1l=1

(3)

где 8 (х) - единичная функция Хевисайда; ер (х) - решение задачи Коши

для уравнения (1) при К = О с такими начальными условиями:

f (О) = f' (О) = {" (0)= О, 1'" (О) = 1.

Подставляя решение (3) в условия (2), приходим к характеристиче

скому уравнению

Fo (1) - к Iep~ (ep 'leplll - ep{pIV) - ер'; (<р;ер" - ер}ерll/)] +
+ в {Р2 (1) - к [ер; (ер ; ер" - eplepll/) - ер; (ер;ер' - eplep")JI = О, (4)

где ер(n) = ер(n} (х) /..=1: ер\n ) = ер( n! (х) 1х=0; ep~n ) = <р(n) (х) 1х=1-0

(n = О, 1, 2, 3, 4):
F2s (х) = [ep(3-SJ (х)l 2 - ep(2- s) (х) ep(4-S) (х) (s = О, 1, 2).

Используя известное представление

( ) _ ""'" ехр (Sqx)
epx-~ . ,_=, {)4 (50)

где 5а - корни характеристического полинома,

Р4 (8) = s4 - ~S2 _ Q2,

107



(5)
извест-

л.

400

2"0
/20

ба

во
, ,

О ~2 0,4 0,0 0,8 а О '10 БО ВО

Рис . Рис. 2

приводим уравнение (4) к виду

Ро(1) + К[Р4 (а) P~(1-a) + Р; (а) Ро(1 - а)] +
+ ~ iF2(1) +К [Р4(а) F;(l-a) + P~(a) Р2(1-а)]} = О.

Отметим, что из уравнения (5) в частных случаях получаются

ные характеристические уравнения [21 .
ч

Исследование зависимости критической нагрузки и основной частоты

от параметров а, К (О ~ а ~ 1, О ~ К ~ 00) проводилось, как правило,

с помощью наипростейших оценок [11, для которых достаточны три коэф

фициента хар актер истического ряда, соответствующего уравнению (5).
В случаях, когда этого было недостаточно, применялись последующие оцен

ки с применением пяти коэффициентов. Некоторые из полученных резуль

татов приведены на рис . 1- 3.
На рис. 1 приведена зависимость частоты колебаний от размещения

I1ромежуточной опоры при разных ее жесткостях для р = -~ = О. Кри-
вым 1-4 соответствуютзначенияК =

л2 10, 100,300, 00 . Аналогичный качест

венный характер имеют кривые при

р =1= О .

На рис. 2 приведена зависимость

частоты колебаний от жесткости опоры

при различных ее положениях и фик

сированной нагрузке (р = 6). Значе

ние а указано справа от каждой кри

вой . Из данных рис . 2 следует , что для

р малых жесткостей (К < 40) максимум

частоты достигается тогда, когда

опора находится в крайнем верхнем

положении (а = 1). При больших зна

чениях К (К > 40) максимуму частоты соответствуют меньшие значения

параметра а . В частности, при р = О, К = 00, а = 0,75 (см . рис . 1), при

чем основная частота собственных колебаний более чем в 35 раз превышает

соответствующее значение для консоли. Зависимость частоты колебаний

от на груз к и при различных положениях опоры и фиксированной ее жест

кости (К = 100) приведена на рис . 3.
Поскольку в проведенных вычислениях верхние оценки превышали со

ответствующие нижние не более чем на 1%, графики построены с ИСПО.'1 Ь

зованием нижних оценок .
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