
(9)

При этом получим выражения для напряжений а", вызванных суммарным

температурным полем (6):

a~) = Ео (Clx + С2 _ cxAOleb01 X+ C01X') при al::;; Х::;; Х2'
Х) ::;; Х ::;; ХО,

a~) = е; (с» + С2 - сх ~O I';i) при Х2::;; Х ::;; X l,

и~) = Ео (С)х + С2 - схАО2еЬО'Х+СО2Х) при XOl ::;; Х::;; а2,

a~) = о при ХО ::;; Х ::;; X Ol'

Здесь Х = хо ; Х = ХО) - сечения, в которых температура равна Tk •

Числовые исследования температурных полей подогрева (7) и напряже

ний в прямоугольной пластинке длины l = 660 мм из материала М-40

(Ео = 7100 кг/мм", ао = 31 кг/мм", сх = 24,2 1/град, T k = 3430 С) при q =

= 450 кал/с, с = 0,21 кал/г· град, l' = 2,75 г/см", л = 0,34 кал/см х

х с . град проведены для фиксированного момента ' времени 'l = 175 с
(аl = - 580 мм, а2 = 80 мм).

На рисунке при k = -0,5, ХО = Xl = 48 мм представлены графики тем

пературного поля локального подогрева и вызванные суммарным полем на

пряжения (сплошные линии), а также графики температурного поля (8)
и соответствующие напряжения (штриховые линии). Кривые 1-3 соответ

ствуют значениям Х2 = 400, 450, 500 мм . Из рисунка видно, что максималь

ный уровень температурных полей подогрева понижается с увеличением

зоны подогрева. При этом расстояние от начала подвижной системы коорди

нат до сечения, в котором он достигается, увеличивается, составляя 165,
180, 200 мм соответственно. Уровни поперечных напряжений, обусловлен

ных суммарным температурным полем, с увеличением ширины зоны подогре

ва уменьшаются.

Приведенная здесь расчетная схема определения оптимальных темпе

ратурных полей подогрева пластинки движущимся температурным ПО."1ем

может быть использована при разработке методики оптимизации поперечных

сварочных напряжений.
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Решение краевых задач линейвой одноролной и ИЗОТрОПНОЙ теории упругости

для эллиптического диска, к которым относятся задачи механики разруше

ния о плоской э.!."1ИПТИЧескоЙ трещине в неогравиченной среде, контактные

задачи о жестком штампе эллиптического сечения на полупространстве и

задачи о деформврованви веограничевного тела, содержащего тонкое жест

кое эллиптическое включевие, сводится в общем случае полиномиальных

граничных условий к постро ению трех ньютоновских потенциалов эллипти

ческого диска. Наиболее общий и естественный метод выбора плотностей
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потенциалов, гарантирующий удовлетворение заданным граничным условиям,

связан, по-видимому, с использованием теоремы Дайсана [4]. в случае по

линомиальных граничных условий эта теорема позволяет записать указан

ные потенциалы в виде конечных сумм произведений степеней координат на

однократные интегралы определенного типа - так называемые обобщенные

потенциальные факторы эллиптического диска, играющие вследствие этого

решающую роль при вычислении всех характеристик упругого поля .

В настоящей работе получены удобные рекуррентные формулы и неко

торые дополнительные соотношения ДЛЯ внешних и внутренних обобщенных

потенциальных факторов эллиптического диска. Использование этих резуль

татов существенно упрощает численные расчеты и оказывается полезным

при общем анализе решения . В предшествующих исследованиях [2, 3] содер
жатся лишь некоторые результаты, относящиеся исключительно к внутрен

ним потенциальным факторам, которые, как будет показано ниже, являются

следствием более общих соотношений для внешних потенциальных факторов.

Систематическое применение методов теории потенциала позволило ав

тору статьи [41 указать общий вид решений задач рассматриваемого типа,

соответствующих различным полиномиальным граничным условиям. При

этом оказалось, что определение характеристик упругого поля в точках

пространства вне диска сводится к вычислению интегралов следующего вида:

(1)

где аl и а2 - большая и малая полуоси эллипса соответственно; Q (и) =
= [(a~ + и) (a~ + и) и]'/'; 1, т = О, 1, 2, ... , п = О, +1, + 2, о •• , причем,
если п < О, то I п I~ 1+ т, a'~ - параметр, изменяющийся в пределах от

О (на поверхности диска) до 00 (в бесконечноудаленныхточках) и определя

ющий семейство эллипсоидов, софокусных с исходным эллиптическим дис

ком. Введенныетаким образом величины В/.т.n Ю будем называть обобщен

ными внешнимипотенциальнымифакторамиэллиптическогодиска в отличие

от собственно внешних потенциальных факторов, все три индекса которых

принимают только неотрицательные значения.

Рекуррентные формулы

В/.т,n (~) = B/-1•m.n+1 (~) - аjВ/.т.n+l (~),

BI.m.n (~) = BI.m-J.n+l @ - а~В/.т.n+l @ (2)

позволяют выразить любой обобщенный внешний потенциальный фактор с

отрицательным третьим индексом через величины типа В/.т,о (~) , Поэтому

далее ограничимся рассмотрением СВОЙСТВ собственно внешних потенциаль

ных факторов В/,т,n (;), 1, т, n = О, 1, 2, ... , основные соотношения для

которых можно получить предельным переходом из соответствующих соот

ношений для внешних потенциальных факторов трехосного эллипсоида.

Результаты, полученные таким образом, представим ниже в более удобном

для практического использования виде, чем это сделано в работе [11 для
потенциальных факторов эллипсоида.

Итак, если любые два индекса из трех отличны от нуля, то справедливы

следующие рекуррентные формулы:

(a~ - а2) B/+1,m+I,n (~) = B/,m+I,n~) - B/+1,m,n (~),

aiB/+l.m.n+1 (~) = В/,т,n+l Ш - B/+1.m,n (~),

a~BI.m+l,n+l (~) = В/,т,n+! (~) - B/,m+l.n (~). (3)

В противном случае следует пользоваться формулами

(21 + 3) a~ (аТ - a~) BI+2.0,OЮ = (21 + 2) (2а; - a~) BI+I,o,o (~) - (21 + 1) х

х В/.О.О (6) + ла1а2 (ai + ~г'-2Q Ш,
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(2т + 3) ~ (a~ - a~) BO.т+2.0~) = (2т + 2) (a~ - 2a~)Bo.m+I.~ Ш +-
+ (2т + 1) ВО.т,О Ю -ла1а2 (a~ + 1;г

m
-

2 Q (1;), l-lt

(2n + 3) a~a~Bo,o,n+2 (1;) = - (2n + 2) (a~ + a~) Во. о.n+ 1 (1;) -
- (2n + 1) ВО. О. n (1;) + лаiа2~-n-2Q (1;).

Помимо рекуррентных формул (3) и (4) внешние потенциальные факто

ры эллиптического диска связаны между собой соотношениями

(21 + 1) B/+1,m.n (1;) + (2т + 1) B/ .m+I,n (S) + (2n + 1)В/,m.n+ l (~) =
= ла1а2 (a~ + 1;г/- 1 (a~ + 1;)-m-Iгn-I Q (1;), (5)

ai (21 + 1) B/+1.m.n (1;) + a~ (2т + 1) B/.m+ 1.n (1;) = (21 + 2т + 2n + 1) х

х В/.т.n (1;) - ла1а2 (af + 1;г'-l (a~ + 1;гm-
I 1;-nQ (1;). (6)

Следует помнить, что в формулах (3) - (6) индексы 1,т и n принимаюттоль

ко неотрицательные значения.

Если определение характеристик потенциального поля в точках про

странства вне диска связано с вычислением обобщенных внешних потенци

альных факторов, то на самой поверхности диска, где ~ = О , аналогичная

роль отводится обобщенным внутренним потенциальным факторам

со

В - В (О) - л:и1а2 (' du (7)
с.т.п - с.т.п - -2- J (a~ + и)/ (a~ + и)m unQ (и) ,

u
которые связываи;)Т внешнее поле с полем на поверхности диска, т. е. с внут

ренним полем .

В отличие от случая трехосного эллипсоида, внутренние потенциаль

ные факторы которого определены при любых положительных значениях

третьего индекса [1 J, величины В/.т• n , как это видно из равенств (7), при

нимают конечные значения только при п ~ О. Таким образом, есть смысл

рассматривать свойства лишь тех факторов В/,т.n, У которых 1, m = О, 1,
2, .." п = О, -1, -2, ... , причем, как и раньше, Iп I~ 1+ т.

Рекуррентные формулы

2
В/.т . n = B/-1•m.n+1 - a1B/.m,n+l, (8)

2 (n < О)
В/.m.n = B/,m-l.n+J - а2В/.m.n+1

аналогичны формулам (2) и позволяют выразить любой обобщенный внут

ренний потенциальный фактор через собственно внутренние потенциальные

факторы эллиптического диска

ею

В В (О па1а2 ~ аия.т = l ,m.О ) = -- ? •
2 ,. (a~ + и)/ (а , + нл'" Q (и)

(9)

(10)

пользоваться ре-

Основные соотношения для внутренних потенциальных факторов В/''''

можно получить из формул (3), (4) и (6), полагая в них n = О и i,: = О .

в связи с фактическим уменьшением числа индексов с трех до двух соответ

ственно сокращается и количество получаемых при этом уравнений. Так,

три соотношения (3) заменяются одним:

. 2
(а! - а2) BI+1,m+1 = В,.m+' - B1+ J.m .

Когда какой-либо из двух индексов равен нулю, следует

куррентными формулами

2 " 2 ~ 2
(2! + 3) а. (ai - а2) В/+2,О = (21 + 2) (2а, - az) B1+"c - (21 + 1) В/. О •

2 ' 2 ' г

(2т + 3) аг (al- а2) Во.т+2 = (2т + 2) (а ' - 2a~) ВО.т+! + (2т + 1) Во.т ,

(11)
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вытекающими из формул (4). Уравнение (5) не имеет аналогиидля внутрен

них потенциальных факторов. а уравнение (6) при п = О и ~ = О переходит

в такое:

a~ (21 + 1)BI+1,m + a~ (2т + 1)В/.т+1 = (21 + 2т + 1)В/ ,т. (12)

Отметим. что линейные реку.ррентные уравнения (8). (10) и (11) позво

ляют выражать обобщенные внутренние потенциальные факторы В/,m,n (1.
т = О, 1, 2, . ..• n = О. -1. -2.... ) через три величины Во,О. B1,O и ВО, I .

не являющиеся, однако. независимыми . Связывающее их соотношение

a~B,.o + a~BO.1 = Во.о (13)
следует из уравнения (12) при 1 = m = О . Явные выражения для этих фак

торов можно получить из формул (9):

Во,О =ла2К (х),

B1,o = ла2(а~ - a~гl [К [х) - Е (х)].

ВО. 1 = ла2"1 (а; - a~гl [а; Е (х) - a~ К (x)l, (14)

где К и Е - полные эллиптические интегралы первого и второго рода соот

ветственно с аргументом х = [1 - a~/aill/, .
Несколько иначе обстоит дело с вычислением обобщенных внешних

потенциальных факторов. Линейные рекуррентные формулы (2). (3) и (4)
дают возможность выразить любую величину В/.т• n (~) (1. т = О, 1. 2•.. .
.•.• n = О, + 1, +2, ... ) через факторы Во,О,о (~), В 1 , О,С Ю, Bo.1 ,O (Ю и ВО, О,I (~),
связанные между собой соотношениями

BI.0 .G(~) + ВО. 1 . 0 Ш + ВО. О. 1 (~) = л:аIlL.! [Q шг\

a~BI.O.o(~) + a~BO.l.O(~) = Во,о.о(~)-:tаllL.!;[Q(~)Г\ (15)
вытекающими из соотношений (6) и (7) при 1 = т = n = О. Эти соотноше

ния позволяют ограничиться вычислением любых двух факторов из четы

рех вышеуказанных. Производя замену переменной U = Ul + ~ В интегра

лах, определяющих величины 81.0.0 (Ю , BO,I . l Ю И Во.о. 1 Ю, получаем

В 1 , о. 0 (~) = ь
паь

lb
a 2
М100• BO,I.oШ = b

1tllo1oa
! МО10 •

1 2 Я 1 '2 Э

ВО,о,1 (~) = bn~/:2 Mool•
1 2 3

где ь; = ar + ~; b~ = a~ + s; b~ = s, а М100 , M OlO и МОО! - определенные
в работе [1] факторы размагничивания трехосного эллипсоида с полуосями

b1 > Ь2 > Ьз . Там же даны явные выражения факторов размагничивания

через неполные эллиптические интегралы первого и второго рода и приве

дены подробные таблицы значений этих факторов для различных отношений

полуосей эллипсоида.
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