
из соотношений (24), (25), следует пользоваться до того момента времени,

при котором <р (Т) ~ 8; и 8 1=0 ~ 8р . Если при т = 1:1.p-l либо 1: = T'_I.p
становитсясоответственно<р > 8; либо 8 I=0 > 8р , то А в (24) определяется

из нового начального условия: <р 1.='ti.P-1 = <Pi.p-l либо <р I.=·Ч-I.Р =

= <Pi-I,p. Время 1:i,p-l определяется из формулы (24) при замене <р на 8i ,

а 1:i_l,p - из формулы (23) при z = О и замене 8 на 8р .

На ЭВМ произведен расчет температурного поля пластинки, изготовлен­

ной из углеродистой стали 20, в различные моменты времени (таблица).

При этом на первом и втором этапах в формулах (8) и (9) выбирали соот-

ветственно i = 1, 2 и i = 1, 2, 3, причем С1 = 32,827 ---;-, С2 = 62,294 ---;- ,
м м

СЗ = 47,619 ---;-, х, = 36,85 ккалос , ~ = 27,2]42 ккалос , х, =
м м·ч· м·ч·

ккал 1 8 кнал ккал= 26,1 ОС' а = 282,2 -, 1 = 22110 --, 82 = 30000 --,
м·ч· М М'Ч М·Ч

ккалq = 15· ]06 -2-, d = 0,004 м. Начальная температура пластинки и тем­
м ·ч

пература внешней среды приняты равными 100 ос.

1. Био М. Вариационные принципы в теории теплооёмева.с- М. : Энергия. 1975.- 209 с.
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ОПТИМАЛЬНЫЕ ТЕМПЕРАТУРНЫЕ ПОЛЯ

ЛОКАЛЬНОГО ПОДОГРЕВА

КРУГОВОЙ ПЛАСТИНКИ ПРИ ТОЧЕЧНОЙ СВАРКЕ

Рассмотрим тонкую круговую пластинку радиуса R, нагреваемую в проме­

жутке времени О ~ 1:~ 1:н неподвижным постоянным по толщине сварным

источником тепла мощности q. в условиях конвективного теплообмена с

внешней средой усредненное по толщине температурное поле определяется

по формулам [4, 5]

ТО (р, 1:) = 4:М КО (р, о) для О ~ т ~ 'н,
(1)

где

r-~ (Н...!...) dt.
Ко (р, о) = J е 2 ~ ~;

о

2Ха1; 2ха. 0:0
(о = ~; (он = ---Щ;-; х = м; р, <р - полярная система координат

(Р = ~ , г2 = х2 + у2); ао, а, л, - коэффициенты теплоотдачи, температуро­
проводности, теплопроводности соответственно; 2h - толщина пластинки;

б (р) - дельта-функция Дирака; S+ (1:) - асимметричная единичная функ­

ция . Примем, что материал пластинки упругопластический. Температурную

зависимость характеристик материала будем учитывать по следующей при­

ближенной схеме:
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{
ат = const для Т < Т*,

ат (Т) = О для Т > ТС' (2)



{З)

схеме (2) и

(4)

Пусть высокоградиентное в окрестности сварного источника температур­

ное поле (1) приводит К термопластическому деформированию области

ро (т) :::;;; Р :::;;; p~ (1"). В процессе нагрева граница области р = ро ('t) ОПРе.1е­
ляется из уравнения изотермы

То (Ро, 1") = т*"

Зону О :::;;; Р :::;;; ро (1") внутри изотермы (3) согласно принятой

работе [1] будем считать свободной от напряжений.

Напряженное состояние области Ро (1") :::;;; Р :::;;; 1 пластинки, вызванное

температурным полем Т (р , 1"), характеризуется радиальным (1, и кольцевым

(16 напряжениями, которые находятся из системы уравнений

do, о, - 06
dP -+ р = О,

d dT 0 6 - о,

-d «(16- \7(1,) -+ Ба -d -+ (l + \7) = О.
Р р о

При заданных на краю р = I радиальных усилиях 01 условия на краях

области ро (1") :::;;; Р :::;;; 1 будут такими :

(5)

Здесь а - коэффициент линейного температурного расширения; \7 - ко­

эффициент Пуассона. В этом случае напряжения в области ро (т] :::;;; р :::;;; 1
определяются по формулам

(1 = Е [ (р2 - P~) ' .э, + а (р2 - p~) S' Td - -!;- sP tTdt]
, (1 _ 2) 2 Е (1 _ 2) 2 Р Р р2 '" '" ,

рор РОР Р. Р.
(6)

(1 = Е [ (р2 +pg) .э, + а (р'! -p~ Sl Td +~ r~Тd~-ат].
6 (1 _ p~ р2 Е (1 _ pg) р2 Р. Р Р p2~.

Пусть радиальное напряжение О, на краю пластинки р = 1 задано в виде

01 = (1 ~ p~);: [0* + Ба (т* - + 1" PTdP)] - е« ~ pTdp, (7)
р. + РО Р. Р. Р.

где

(1* = 06 (р*), Т* = т (р*) (Ро (1"):::;;; р* < 1). (8)

Тогда формулы (6) принимают вид

(p2_p~p~ [ ( I PF )] Еа sP j:
(1, = 2 2 2 (1* + Ба Т* - -2 .J pTdp - -2 ~Td."

(Р. + ро) р Р. Р. Р Р.
(9)

<1е= (P:+P~p: [0*+ Ба(т*-+I' PTdP)] +~~ f~Тd~-Бат.
(Р. + ро) р Р. Ро Ро

Определим такое дополнительное к То (р, 1") температурное поле Т1 (р,

1") подогрева области р* (т) :::;;; р :::;;; 1 пластинки, для которого суммарное тем­

пературное поле

т (р, т) = то (р, т) + Т1 (р, т) (10)

при заданных ограничениях на температуру Т (р, т) и напряжения обеспе­

чивает условия, оптимально близкие к условиям упругого деформирования.

В качестве критерия оптимизации возьмем функционал энергии формоизме­

нения, который с учетом тепловой деформации в.перпенднкулярном к плос­

кости пластинки направлении записывается для области р* (1") :::;;; Р:::;;; 1 в
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i=k;, k;+n;; Г> 1, т (12)

(15)

(14)

(11 __ __ (2) 13)
аА ':::::::: ав ':::::::: ао , (

ограничена значением kT* в области

виде

(j [(1" (I()] =
1

3Е ~lЛ~ у) J[(1 + v + ,,2) (а; + a~) - (1 + 4" + ,,2)о,ае] pdp. (11)
Р"

С учетом формул (9) функционал (11) представляется заданным на множе­

стве функций температурных полей Т (р, т).

Ставится вариационная задача о минимизации функционала (11) на

множестве допустимых функций температурных полей Т (р, т), обеспечиваю­

щих условия стационарности следующих функционалов:

Pj

U i j [Т] == I piT (р, 't') dp = A l ; (1:),
Р .

при условиях , что радиальное а, и кольцевое ао напряжения могут изменять­

ся в заданных пределах:

( 1) __ (2)
О, ~o,,::::::::a, ,

а функция Т (р, 1:) положительна и

р** ~ р ~ 1 (р* < р**, k < 1) .
С учетом сформулированных ограничений функции 7 (р, т), а, (р, т),

ао (р, т) представим в виде

a~2) _ a~l) [ a~2) + a~l) ]
а, (р, т) = 2 sin ЧJl (р, т) + <1,.2) _ a~\) ,

a~2) _ a~l) [ 0-«2) + a~l} ] •
ао (р, т) = 2 sin ЧJ2 (р, 1:) + -----.,.,,,--------;-;::-

a~2) - 0~1) ,

Т(р, т) = k~* [1 +siПqJз(Р, 1:)1 [S_(p-Р ••)-S+(р-l)J,
где ЧJ i (р, т) - неизвестные функции .

Таким образом, решение задачи сводится к нахождению экстремалей

функционала [2, 3]
I

4лЕh r { ? 2
И* = 3 (1 +v) .J р [(1 +" + ,,2) (а; + ао) - (l + 4" + ,,2) а,ао] +

Р ..

т kj+n,

+ ~ ~ '; (Т) р'аТ (Р . т) [S_ (р - p,J -S+ (р - Pj)] +
I=II=k;

l
0( 2) - 0(1) ( 0(2) + 0(1) )]

+ А! (р, 'С) а, - ' 2 ' sin ЧJj (р, т) + 0~2) _ o~) +

l 0 (2) - 0(1) ( 0(2) + 0(1) )]+ А2 (р, 'С) 0 0 - о 2 о sin ЧJ2 (р, 'С) + ~2) ~l) +
Ов -Ов

+ Аз (р, 'С) [аТ - а k '~.!...- (l + sin (Рз (р, 'С» (S_ (р - р•• ) - S+ (р - 1))J} dp

(16)

на множестве функций Т (р, 'С), <Р; (р, т), которые удовлетворяют уравнениям

(9), (14), (15).
Из необходимого условия экстремума приходим к системе уравнений

Эйлера
1 т kj+n;

Т (р, 1:) - а I pTdp - Ь ----о ~ ~ Ап (т) pi-I [S_ (р - р*) - S+ (р - Pj)] +
Р. ,=1 I= k,
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т:
б
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'\'з (р, 1:) [5 ( )- Р-Р.Н ­
р

о
а L..L_-~-~~----;'"1'p
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Рис. 1

I

+ ~F(1'1 (~, т) - 1'2 (~, т) ag - '\'2 (~' Т)
Р

-5+(р-l)] =0,

1'1 (р, т) COSqJ1 (р, т) = о, 1'2 (р, -с) COSqJ2 (р, <t) = о,

1'з (р, т) COS qJS (р, т) [5_ (р - G Е-
, 11HZ

-p••)-5+ (p-l)] = о, '10

10

20

'10

-20!:- ~'=--__-~
О

где

3(I+v)2
а = -;:-:7"-:'--''--,--''''''''''-

2 (1 + \1 + \12) сх

Ь = 4 (1 + ~+ ,,2) [3 (l + V)2 pi + (l - V)2J (:в - т*) . (18)
Рассмотрим случай, когда температура, радиальные и кольцевые сжи­

мающие напряжения не превышают допустимых, т. е. необходимо учитывать

только ограничения на величину растягивающих кольцевых напряжений

ае < a~) (~ = О, ЛЗ = О). При т = 1 получаем

т (р, т) = {Во (т) + ~~~' ЛlI (т) р'-I [5_ (р- Ро) - 5+ (р - PJ]} [5_ (р - Ро) -

- з, (р - pi)J +{ (1; ") сх [ Bl~1:) + (l + v) В2 ('t) ] -

l-v (2)}S *) 19-~ ае . +(Р-Р\ . { )

Здесь В, (т), "УП ('t) - параметры, которые при заданном допустимом на­

пряжении a~2) определяются из условий локального нагрева и сопряжения

температурного поля и напряжений а, для областей Ро < р < Р;. где аА <
~) . ~ . .< ае , и р, < Р < 1, где ае = ае · в сечении Р = Рl·

Численные исследования оптимальных суммарных температурных по­

лей и напряжений в пластинке из М-40 (Е = 7100 кг/мм", а = 24,2 х

х 10-6 I1граД, v = 0,3; Т* = 3430 С) в процессе сварки выполнены д:1Я

7*
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Рис. 3

момента времени т = т, теплонасыщения. На рис. 1 представлены профили

оптамальных суммарных температурных полей (19), соответствующих P~ =
= 1, условиям локального нагрева Т (Ро) = т*' т (Рl) = т**, т (1) = т**
при Т** = 1000 G для k 1 = О, П1 = 1 (сплошные) и k1 = 1, П1 = 1 (штрихо­

вые линии). Цифрами 1,2,3 обозначены графики, соответствующие ао =
= -15; -10; -5 кг/мм". Из этого рисунка видно, что радиальные усилия

а1 на краю пластинки р = 1 зависят от величины кольцевого напряжения

ао в сечении Р= Ро и уменьшаются с уве­

личением последнего по абсолютной ве­

личине.

На рис. 2 кривыми 1 изображены

оптимальные температурные поля (19)
и напряжения дЛЯ P~ = 1, ао = О, k1 =
= 1, П1 = 1 и условий локального на­

грева Т(Ро) = т*; т (Рl) = т**, Т(I) =
= т**, соответствующие Рl = 0,6
(сплошные) и Рl = 0,3 (штриховые ли­

нии). На этом же рисунке приведены

соответствующие оптимальные темпе­

ратурные поля (19) и напряжения при

ограничении на кольцевое напряжение ае ~ a~) для a~2) = 25 кг/мм" (кри­

вые 2) для Рl = 0,6, p~ = 0,4 (сплошные) и Рl = 0,3, p~ = 0,2 (штриховые
линии).

На рис. 3 представлены графики изменения параметра p~, характеризую'

щего границу области p~ ~ р ~ 1 ограничений кольцевых растягивающих

напряжений в зависимости от величины ограничений a~2) для оптимальных
температурных полей (19) при k1 = 1, П1 = 1 и Рl = 0,3 (сплошные), Рl =
= 0,45 (штриховые) и Рl = 0,6 (штрихпунктирные линии). На этом же ри­

сунке соответствующими линиями представлены графики температур

т (p~), которые достигаются в сечении p~.
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(1)

Рассмотрит отнесенную к декартовой системе координат х*оу* свободную

на краях тонкую прямоугольную пластинку длины [, ширины т и толщины

2h. Пластинка находится под воздействием стационарного в подвижной си­

стеме координат хоу (х = х* - от, У = у*) температурного поля

q -~ (VV2 Ь)
То(х) = 4лМ е 2а Ко Х 4"(l2+ а '
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