
включения увеличивает, а мягкого уменьшает коэффициенты интенсивности,

причем с приближением к границе спая в первом случае они растут, а во

втором - убывают.

Для однородного материала (!11 = !12'М = О) уравнение (10) допускает
точное решение. Используя формулу обращения интеграла типа Коши [1],
получаем

, () Qr _(J=-:(~(J==I)=с:::;:os=(j)====+=(J=3:::::::;==-1g а =-
I.t а2 V (а _ еЕы) (а _ е-ЕЫ)

И по формуле (9) находим выражение для коэффициента . интенсивности на-

пряжений .

kз = QV л, sin ю.соз ~ .
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(1)

Пусть тело в цилиндрической системе координат занимает пространстве

О ~ , ~ 'о' О ~ 2 ~ 20' О ~ ер ~ еро И его поверхности2 = 0,2 = 20' ер = О,
ер = еро теплоизолированы. Через поверхность г ='с осуществляется КОН

вективный теплообмен с внешней средой, причем коэффициент теплоотдачи с

области Го поверхности г = '0 и температура внешней среды tc (2, ер), омы

вающей эту область, есть функции координат 2, ер. Остальная часть поверх

ности , = го омывается внешней средой нулевой температуры при постоян

ном коэффициенте теплоотдачи с этой поверхности .

Обозначим относительные коэффициенты теплоотдачи соответственно

h(! (2, ер) С области ГО и h1 за пределами ГО' Краевая задача для определения

температурного поля в рассматриваемом теле имеет вид

_1_.-!!.- (г ~) + _1_~ +~ - О
гдг дг г2дqJ2 дz2-'

: 12=0 = ~~ Iz=z. = :~ lФ=fI = :~ I~=~. = О,
при , = '0'

(3)

где

ХО (2, ср) = {01 при 2, ер Е го,
при г . ф ЕГо'
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(4)

Применив к уравнениям (1), (3) конечное косинус-преобразование Фурье

по координатам г, qJ с учетом условий (2), получим

1 d ( dt) ( ~2 , ) -- -- г - - - + с2 t = Оrdr dr г2 - ,

ddtr' 1_ + h1l!г=г. = fo (6, ~) - I. I [ho(г, <р) - h,.] t Ir=r. cos~q> cosszdzdqJ, (5)
г-г. г.

где

zo <1>.

t = I cos6zdz ~ t cos~q>d<p: ~ = mЛ/q>о; ~ = kл/z();
О о

fo (6, ~) = н hO (г, <р) tc(г, <р) cos ~q> cos~zdzd<p
г.

Из выражений (4), (5) видно, что решение задачи (1) - (3) сводится

к нахождению температурного поля на области Го. Разобьем ГО на области

Гоп (n = О, 1, ... , N) так, чтобы объединение этих областей совпадало с ГО

и выполнялись следующие соотношения:

Г nГ _ {!25 при i =1= j,
01 о/ - r ..

01 при t = J.
Введем функции "1.01 (z, <р) в виде [1J

'XOl '(Z, <р) = {1 при .z, q> ~ r 01, (6)
О при г, <р Е Гщ •

Построенная система функций (6) ортогональна на области Го, т. е.

SSX01 (г, <р) Хо ! (г, <р) dzd<p = бljРi,
ГО

где бjj - символ Кронекера; Р, - площадь rOI, деленная на го' это утверж

дение следует из условия непересекаемости областей r 01 и r Oj при i =1= j.
Представим аналогично работам [2, 3] t в области ГО в виде

N

t* = ~ d,X01 (г, <р). (7)
1=0

Здесь

dl = г:' SI t* Ir=r. X01 (z, <р) dzd<p.
г.

Заменив t в выражении (5) на t* в виде (7), получим

dt* - N
dZ + h1t* = fo (~, ~) - 1} d/I', (6,~) при r = ГО'

;= 0
где

'I'l (~, ~) = н [ho(г, <р) - h1) cos~<p cos~zdzd<p.
г.

(8)

(9)

(10)

Решив краевую задачу (4), (9) и перейдя в найденном решении к ориги

налу, найдем

'* = ~o~o EkEm[fo (~, ~) - ~o djЧJ'j (6, ~)] ф (г, 6, ~) cos ~<p cos~. (11)

Здесь

г~ 2ft (г~)

Ф (г, S, ~) = ~ I t БОk + f (~) I (~) + 2h f fl - боk] ;
~ГO- +h1rO е+' го + (;-1 ГО 1 ~ (Гo~

Ek = I/zo, ёm = l/<Po при т = k = О; 8k = 2/г0 , Вт = 2/<ро при k, т = 1,2, ...
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Подставляя значение t* в выражение (8), приходим к системе

di=Pil~om~o8k8m[fo(;, ~)-~оd,чr,(~, ~)]ф(го,;, ~)XOI' (12)

где

ХОI = н cos;'z cos ~ (j)dzd<p. (13)
г.

Решив систему (1'2) и подставив эначения d, в уравнение (11), получим

формулу для определения температурного поля.

8
8

f

415 0,3

Рис. 2

0,0010~---t7:,.---:!-:;---~

0.006

0,009

I

0,0/1 0,08

Рис. 1

Пусть ГО с Г00' 'Тогда с учетом формул (7), (8) и (12) выражение для

определения температурного поля (11) примет вид

t* = ~o~o 8k8т cos ~(j) cos SгФ (г, ;, ~) rtо (~, ~)-

- чrо(~, ~)(PiJl ~o~o ekemfo (~, ~)Ф(Го, ~, е)хоо) х

х (1 + Роl ~о~о еkетчr(;, ~)Ф(го, ~, -л (14)

Заменив в выражениях (11), (12) и (14) t*, г, г, го, го, te (г, (j), ho (г, (j),

h1, di , Р l соответственно на е* = (*/t, (О, О),

р = гл/zо, Z = zn/го, л, ее (Z, (j) = te (Z, ep)/te (О, О),

Bio(Z, (j)) = ho(Z, <р) zо/л, Bi} = h}zо/л, D i = dJte (О, О), Р; = Р,Л/Zо ,

представим решение задачи в безразмерном виде.

Рассмотрим конечный цилиндр О ~ р ~ Ро, О ~ Z ~ Л, У которого по

верхности Z = о и Z = л теплоизолированы. Область ГО описывается соот

ношениями I <р I~ 8'Р' IZ I~ 8z• Критерий Био и температуры внешней

среды в области Го постоянны И равны Bio (Z, <р) = ВО, ее (Z, (j) = 1. Исходя
из симметрии граничных условий МОЖ1.Ю за ключить , что

~I =~I =0дq> 'Р=11 дq> 'Р=О •

Это позволяет использовать в данной задаче решения (11) и (14).
Использовав для определения температурного поля в цилиндре формулу

(14), получим
00 00

(15)
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Здесь

По формуле (15) проведены расчеты температурного поля на боковой

поверхности цилиндра (р = ро) при Во -:- 07, Bi , = 0,1, РО = 0,6283;
Ez = 0,3; Erp = 0,1, результаты которых представлены на рис. 1 и 2. На
рис. 1 показана зависимость температурного, поля от координаты ер при

Z = О; 0,15; 0,25; 0,3 (кривые 1-4). На рис. 2 приведены графики, описы

вающие поведение температурного поля при изменении координаты Z при

ер = О: 0,05; 0,08; 0,1 (кривые 1-4). Исследование числовых результатов

покаэало, что температурноеполе наиболее резко изменяетсяв окрестностях

границы области локального термического воздействия.
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ОБОБЩЕННЫЕ СТОХАСТИЧЕСКИЕ ТЕМПЕРАТУРНЫЕ ПОЛЯ

В СПЛОШНЫХ СФЕРИЧЕСКИХ ТЕЛАХ

Рассмотрим однородный изотропный сплошной шар D = {(г, 8, ер), о:::;;; r :::;;;
:::;;; R, о::::;; 8 < л, о:::;;; ер:::;;; 2n}, имеющий при t::::;; О нулевую температуру,

а при t > О через поверхность шара r = R осуществляется теплообмен по

обобщенному закону Ньютона со средой, температура которой является слу

чайной функцией времени .

Если в шаре равномерно распределены тепловые источники, интенсив

ность которых есть также случайной функцией времени, то задача построе

ния в шаре D стохастического температурного поля в предположении, что

время релаксации теплового потока т, не зависит от направления, математи

чески формулируется так: найти в области D решение уравнения [6, 8]

_ 2 дZТ 2 дТ 2 ( д2Т 2 дТ 1 )
Р\ [Т] = ЬО дf2 + ы � дГ - а 7fi2 + -, дГ+ --;.'i"' t'11J,.q>T = f1 (t, г, f.t, ер)

(1)
по нулевым начальным условиям

т 11=0 = О, ддТt I = О,
1=0

(2)

краевым условиям

~~~CVrT)=O, P2[n :r=R=[:' +h2 ~ +hз]ТIr=R=

= - h (1 + ~2'tr ~ ) f2 (t, f.t, ер) = g (t, f.t, ер) (3)

и условиям однозначности по (е, ер). Здесь f.t = cos 8; h2 = -h'tr~1~2;

п« = -~h; t'11J"q> = :/J. L(1 - f.t2) д~! 1+ I ~ ,t2д:2 ' Остальные величины, ис
пользуемые при формулировке задачи, общеизвестные [6, 10].
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