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х,

в настоящее время большинство исследований термоупругого состояния тел

с трещинами проведено для случая плоских трещин. Такое состояние объяс

няется тем, что исходные задачи достаточно просто сводятся к сингулярным

интегро-дифференциальным двумерным уравнениям, которые для частных

случаев решаются в замкнутом виде. Когда имеется трещина, размещенная

по произ~ольной поверхности,непосредственное

применение методики сведения задач тепло

проводности и термсупругости к интегральным

уравнениям затруднительно. Однако решения

дифференциальных уравнений задач теплопро

водности и термоупругости, полученные при

рассмотрении плоских трещин, могут быть эффек

тивно использованы для построения соответст

вующих термоупругих потенциалов, с использо

ванием которых уже можно свести исходные

задачи к сингулярным интегральным уравнени

ям, в которых интегрирование ведется по поверх

ности трещины . Для построения потенциа

лов теории упругости в литературе известны

подходы, основанные на использовании фунда

ментальных решений уравнений теории упругости и обобщенных теорем

Бетти [4]. Предлагаемая в настоящей работе методика построения потенциа

лов термоупругости, с помощью которых решается задача термоупругости

для бесконечного тела с размещенной по произвольной поверхности трещи

ной, основана на использовании результатов, полученных при решении

аналогичных задач в случае плоских трещин.

Рассмотрим бесконечное тело, ослабленное размещенной по произволь

НОЙ поверхности трещиной и находяшееся под действием заданных на поверх

ностях трещины тепловых и механических нагрузок. Требуется свести зада

чу об определении температурных полей и обусловленных ими напряжений

к интегральным уравнениям . Отметим, что к рассматриваемой задаче сводят

ся задачи теплопроводности и термсупругости. когда значения тепловых и

механических нагрузок заданы не на поверхностях трещины, а на произ

вольной поверхности в теле, в частности на бесконечности.

Обозначим через S область, занятую трещиной, а через $+ и s- - про'
тивоположные ее поверхности. Выберем декартову систему координат

Ох1х2хз в произвольной точке тела и установим направление нормалей на

поверхностях s±. Направление нормалей зададим таким образом, что на-
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правление нормали на s- противоположно направлению нормали на ~.
как это показано на рисунке.

Рассмотрим задачу ста ционар ной теплопроводности . Для ее сведения к

интегральным уравнениям воспользуемся результатами работы [1], в котс

рой плоские трещины моделируются непрерывно распределенными тепловы

ми источниками и диполями с плотностями соответственно fl и 1'. Тогда ста

ционарное температурное поле в теле, обусловленное тепловыми источникамв

и диполями, определяется функцией

(1)

где х - произвольная точка тела с координатами (Хl' Х2 , хз); ~ - точка по

верхности трещины с координатами (~1' S2' ~з), а nt - нормаль к поверх
ности s+ в точке ~.

Функции fl и У должны быть определены таким образом, чтобы удовле

творялись граничные условия задачи теплопроводности на поверхностях s±.
В частности, если на поверхностях s± задана температура Т±, то у (~) =
= [т+ (~) - т- (;)]/431, а функция fl (~) удовлетворяет интегральному урав
нению

fl(G) dt,S = T+(x)+T-(х) + ('(' Т+ Ю -Т-Щ _д_ Х
I х - ~ I 2 JsJ 4л д~+

Х ( I х ~ ~ I ) d"S, х Е s. (2)

в случае, когда на поверхностях s± задано значение теплового потока q±,
то fl (;) = - [q+ Ю + q- Ю]/431л't, а функция у (Ю удовлетворяет инте
гральному уравнению

('(' д ( 1) q+(х)-Г(х)
J} у (~) an;ant \х-;I d;S = 2"" +

+ (' (' q+Щ +г (;) _д_ ( I ) d S Е S
JJ 4п"', дn+ Iх - GI S' х ,
s х

(3)

где ni - нормаль к поверхности S+ в точке х; л't - коэффициент теплопро
водности тела.

Когда имеется теплопроницаемая трещина, то fl = О, а функция у (;)
удовлетворяет интегральному уравнению

(4)

где ht - теплопроницаемость трещины; t (х) - заданная функция .

для решения задачи термоупругости введем в рассмотрение еще локаль-

ную систему координат ох;х;х; с началом в точке о, ось Ох; которой направ-
+ М '0 •лена вдоль нормали nt, в точке ,а плоскость Хl Х2 параллельна касатель-

ной плоскости к поверхности S в этой же точке (см. рисунок). Пусть в точке

М имеет место разрыв компонент перемещений, характеризуемый функциями

а;, которые определяют скачок перемещений вдоль направлений координат

ных осей ох;. Используя результаты работы [2], компоненты вектора пере
мещений, обусловленные скачками перемещений, тепловыми источниками
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п диполями в точке М, определим по формулам

• * - д ( J ) 1 д { С:; (го)
uj (х , го) = Сtr (го) - .- R + 2(I-v) -.- 2,\, R -

дхз дх;

- д~ [а; (го) д~; + а; (го) д~; + а; (го) д~; JR} +

+ 2 (1a~ ") r!-t (го) дд~ + У (го) / ::. J. (5)
х , Х; хз

Здесь и; (х*, го) - компоненты вектора перемешений в системе координат

Ох;х;х;; R = V(x~ - ( 1)2 + (х; - ( 2)2+ (x,~ - га)2 - расстояние между
произвольной точкой тела х* и точкой М с координатами Го (г1 , Г2 , Га); ао =
= а! (1 + ")' где а! и v - соответственно коэффициенты линейного тепло
вого расширения и коэффициент Пуассона.

Располагая формулами (5), определим компоненты иш (х*, го) вектора
перемещений в системе координат Ох1х2ха :

илм (х*, ГО) =и;(х*, го) [ ; (го) +и;(х*. 'o)mj(ro)+ и; (х*, го) nj (го), (6)

где lj' mj, nj - направляющие косинусы координатных осей в системе

ОХIХ2Ха, которые задаются таблицей:

Ix' \x"l x'
I 2 :'1;

х\ /1, lm,/ n,
х, 11, Iт, I n,

х, \1, I т,1 n,

Равенство (6) можно представить в виде

щм (х, s) = и; (х, ~) [п + и; (х, ~) mlf, + и; (х. ~) nlf" (7)

где х - произвольная точка тела с координатами (х1 • х2, ха); S- точка М

поверхности S с координатами (~1' ~2' Sa) в системе Ох1х2ха о Индекс; возле
направляющих косинусов означает. что они являются функциями переменной

s. Если скачок смещений, источники и диполи тепла заданы на всей поверх

ности S. то обусловленные ими перемещения uj в системе координат ОХ1Х2Ха
определяются равенством

И ; (х) = Н и/М (х . ; ) а.з (j = 1. 2, 3). (8)

Подынтегральное выражение здесь после несложных преобразований приве

дем к виду

UjM (х, ~) = { 1 v v [а1 @ nl ~ + а2 (s) n 2; + аз (s) nз~J д~1 + ni'f. [CXt (s) д~l +

+ а2 Ш д~2 + аз (~) а:з J+ а/ (s) a:t }(Iх ~ ~ I ) -

1 д[ d а д] д ~
- 2 (1 - ") дх i а1 Ш дх] + а2 (s) дХ2 + аз (~) дхз Mt (!х - (: 1) +

+2(lCt~v)r!-tШ д~/ +УЮ дх::n! ]ox-sl), (9)

где функции а; характеризуют скачок смещений противоположных точек

поверхностей трещины вдоль осей Ох, и определяются через a~ и направляю-
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(10)

(ll)

щие косинусы по формулам

СЧ(G) =а; (S)lfs +a;(G)mn+(;(;ШП;s и= 1,2,3).

Для получения формул (9) из (7) и (5) необходимо воспользоваться тем.

что величина R инвариантна при переносе и повороте системы координат.

а производные по х; можно рассматривать в системе координат Ох1х2хз как
производные по направлению.

Формулы (8) можно записать в векторной форме

--+ 55 [J.... ао .... Jи (х) = rz (х. ~) а Ш + 2 (1 _ v) Г! (х, ~) со ш dsS,
s

где U (Иl' И2' из), ~ (аl' (;(2' аз) - трехкомпонентные векторы; ; (11, ,\,) 
двухкомпонентный вектор; г~ - квадратная матрица размерности 3 х 3,
а Г! -- прямоугольнаяматрица размерности 2 х 3. Компоненты этих матриц

с учетом формул (9) представим в виде

Г~li = [61/nIS д:t + nis а:, + 1 v v nls д~{ ](Iх ~ ~ 1) 
I дЗ (/ х - S1)

- 2 (1 - v) дх{дх;дп"j- •
с

Гщ = (13 / I -д
д

+8/2 J2+)(IX_~I)(i=1.2.3;j=I.2).
Х{ дХiдп•

Решение (10) представляет собой термоупругий потенциал двойного слоя

первого рода и определяет перемещение, обусловленное скачками смещений

противоположных точек поверхности трещины, источниками и диполями теп-
. J

ла, размещенными по поверхности S. Матрица Г2 совпадает с матрицей упру-

гого потенциала двойного слоя первого рода (4). Поэтому термоупругий по

тенциал двойного слоя первого рода обладает всеми свойствами упругого по

тенциала двойного слоя [3, 41.
Учитывая простую аналогию между упругим и термоупругим потенциа

лами двойного слоя первого рода, можно ввести в рассмотрение и теР1\!ОУПРУ

гий потенциал простого слоя. определяющий перемещения в теле, обуслов-....
ленные усилиями р (Рl' Р2. Рз), тепловыми источниками и диполями, задан

ными на произвольной поверхности S. Это выражение легко получить из

формулы (10), если вместо матрицы г~ подставить матрицу Кельвина-

Сомильяни Г [3. 41, а вместо ~ (s) - вектор р (~) . Аналогично можно рас
сматривать и термоупругий потенциал двойного слоя второго рода. Для это-

го достаточно вместо матрицы Г~ в формуле (10) подставить матрицу Г~/,
выражение которой приведено в работе [3].

Термоупругие потенциалы простого и двойного слоя в краевых задачах

термоупругости играют такую же роль, как упругие потенциалы при реше

нии задач теории упругости, так как термоупругие потенциалы обладают

соответствующими свойствами упругих потенциалов. С использованием

термоупругого потенциала двойного слоя первого рода легко свести задачу

термоупругости для бесконечного тела с размещенной по произвольной по

верхности трещиной к интегральным уравнениям. В случае, когда заданные

на поверхности трещины внешние усилия не самоуравновешенные, ДЛЯ ре

шения задачи термоупругости необходимо воспользоваться суммой теплового

потенциала двойного слоя первого рода и упругого потенциала простого

СЛОЯ с плотностью р = r"iJ+ - N-)/4n.
Ввиду большой важности матриц г~ и Г, запишем их компонентыв раз

вернутом виде
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j

Nз (х) = L N х] (х) n {х.
(=)

з

1 _ _ 1 [ ~ 3 (ХI - ~I) (Х! - ;j) J \'-" nh~ (ч - ~k) +
Г2/;- 2(1-v) (l-2V) u 1i+ IX-~/2 f:::J Ix_~13

I - 2", [П/6 (Х! - ~j) _ nn (x i - Ы ] ,
+ 2(I-v) /x-s/ 3 Ix-s/3

X/-SI [nlS XI-St ~ ]
ГIi; = 8/1 Ix-sl + IX-sl - /x-sI3 t:l nks(xk-bl 8/2.

Располагая решением (10), определим компоненты а/! тензора напряже

ний через неизвестный скачок смещений противоположных поверхностей

трещины. Компоненты Nxj вектора усилия на произвольной площадке по-

верхности трещины с нормалью n;- (n;- - означает, что нормаль берется в
произвольной точке поверхности S с координатами (xt, х2 , хз» , обусловлен

ные скачками смещений а/, определяются через а/I по формулам

NXi (х) = all (х) nl x + а2! (х) n2х + аз/ (х) пг» (j = 1, 2, 3), (12)

где njx = n! - направляющие косинусы нормали к поверхности s+ в
точке х, а индекс х означает, что n! является функцией переменной х. Вели

чины Nх] зависят от выбора координатной системы. Поэтому определим вели

чины N j , характеризующие нормальные Nз и касательные Nt и N2 усилия

на поверхностях трещины в точке х, а N j определим через N X1 и направляю

щие косинусы lj, т; и nj, заданныетаблицей, по формулам

з з

N 1(x) = ~ Nx;(X )[,x. N 2(x) = ~ Nxl{x)m;x,
/=1 ;=1

(13)

где индекс х имеет тот же смысл, что и выше.

Приравнивая N I (х) К заданным на поверхностях трещин нормальным

н; (х) и касательным н; (х) и н; (х) внешним усилиям, получаем интеграль
ные уравнения для определения скачков перемещений, которыми моделиру

ется трещина. В векторной форме эту систему интегральных уравнений за

пишем в виде

(14)

(15)

где матрицы Тn И Т, по своей структуре аналогичны соответственно матрицам

г~ и rt , а их элементы определяются по формулам

[

2", д2 д2 д2
Tni { (х, !;) = 8/з~ д .д + + L{/x д +д + + n;х i}т;! д + +

Х, n~ пх п< х п,;

з

+ cos (nf, nt) д:
2

+ ~ Lkix (nч д ~2д .
хдх! "=1 пх Х/

З

( 1) I ~ дЧ I Х - ; /)

х - L.i L k ix + '21 х - sI . 2(1 - "') k=l JntJxkJxiJn~

Гnij (х, s) = - 2813 (6{1 + 8{2---;-) ( IХ ~ sI)+±(б fl +
_ дП6 k=1

+ ~ _д_) Еь, д2 (1 Х - S\) ,
u f2 д + ktx д +д

Пё Пх Xk

где ~ - производная по направлению оси Oxj в точке х поверхности
д1;~
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трещины;

L klx = 1kхб 11 + mkхб/2 + nkхб/з. (lб)

Систему интегральных уравнений (14) после достаточно громоздких

вычислений можно привести к удобному для ее решения виду

3 3

~~ <~ aJ (~)[ ~;~'~ ~; + ~ {a IJrq(X, s) (Xr~f;~q~ ~q) +
s /=1 r,q=]

+ d. (х t) (Х, - ~)2 (Xq - Sq)2 + d* (х t)' (Х, - Sr)3 (Xq - ~q) } +
I ,rq ,'" 2I x- ~17 I/rq ,'" Ix-~J7

+ {К t ) + к ( t ) К ( Е )}(Xi - ~i) (Xz - ~z) (Х3 - 1:з) ]
I jJ23 (X1 -"'1 //213 Xz -"'z + 1/312 X3-~ _ . Ix-~17 "-

{ (t ) [ 613 ~ ( ) (Х, - Ы (Xq - ~) ] +
- ао !J. '" IХ _ ~ I + ,;:'I n lrqx х 2I Х _ ~ 13

[ ~ Xq- ~q ~ (Xr - ~r) Z (Хq - ~)+ у (S) ~ Ciq (х, s) IХ _ ~ 13 ';:'1 Cirq (x,~) IХ _ ~ 15

-С,'(Х' t) (ХI-Ы(Х2-Ы(ХЗ-~З) ]}"'dS=- (l-v)N;(х)
'" Ix - ~15 / ~ а

(i = 1, 2, 3), xES. (17)

в формулах (17) функции при степенях I х - ~ Г
N

определяются через

направляющие косинусы и постоянные материала выражениями

. 3

C/q ( х, s) = - nqхб/з + L nk'S n jkq, n jkq = n ihqx( х) = nqxLk/x + nkx L q/x,
"'=I

3
C/rq (х, S) = 1+ 26 (nrxnq'SLr/x + nrsn/ qr),

rq

С/ (х, s) = 3 (nl 'Snl23 + n2'Snm + n3'Snil2),

а// (х, ~) = (l - 4'\1) n /sб1з - (l - 2v) [L//x cos (n f , nt) + n;х ~ nksLk/x] ,
k=1

15 .
d/irq (х, ~ = 1 '2" [nrsnqхбjrLq/х + nqsnrхб/qLr/х + m/rqnlrq] ,

~ ~ .

т jrq = nrsб /q+ nq'Sб Jr,

d7/rq(х, s) = 15 [(nrsб нпп г + n rxLr/xmjJ2) (1 -l)q3- бrЗ) + (nrsбjrnl23 +

+ nrxLrlXmj23)( l-бq1 -' (l) +(nr'Sб /rnm + nrxLrlxm/l3) (1 - бq2 - бr2) ] (l - бrq),

Ki;rqOO = 15 [n,sб/rniqоо + nrxLriXm/qOO + m jJ 2пьг (1 -бrз) +
+m/1Зnir2 ( 1 - б(2) + mj2Зnlr\ (1- б r1 )] , .

a/ /rq (х, s) = 3 < (2", - l)(n/sn irq+ б /зm /rq) + 2 (1 - "'){(nqxn r'S +

+ n rxnqSL //x + [Щхnq'S + б/Q cos (nf; nt)] L rix + [Щхnr'S +

+ + . 3 }+ б;r cos (nх , ns )] L qix + (nqхб /, + nrхбjq) ~I nk'SLh/x-

2
-..,---:--;",----[(nrsб jr + nqsб jq) n irq+ (nrxLr/x + nqxLq/x)m /rq] 

1+urq

- 2 [mjl2nll2(1- бq.) + тпгппг (1 - бq2) + m /23n l23 (1 - бq 1)] б rq-
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+ (mjl2nl13 +тпэпиз) б,2бqз]) . (18)

Здесь L/ix определяются равенством (16). Функции а! (~), удовлетворяю

щие уравнениям (17), должны обращаться в нуль на контуре области 5,
так как перемещениявне трещины являются непрерывными функциями,

Таким образом, задача термоупругостидля бесконечноготела с трещи

ной, размещенной по произвольной поверхности 5, сведена к системе трех

интегро-дифференциальных уравнений. Для многих задач полученные ин

тегральные уравнения можно решать аналитически методом малого парамет

ра. В частности, когда трещина размещена по поверхности сферы, за малый

параметр можно выбрать отношение диаметра контура трещины к диаметру

сферы .
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Рассмотрим бесконечное тело с инородным цилиндрическим включением ра

диуса R, ослабленное произвольно расположенными криволинейными тре

щинами. Тело находится в состоянии антиплоской деформации, обусловлен

ной некоторыми сдвигающими усилиями . Выберем декартову систему коор

динат хОу с началом в центре включения и введем обозначения : 51 -область
I г I < к, 52 - область I z I > к. 5 = 51 U 52' Lj - совокупность тре
щин в 5! (j = 1, 2). В дальнейшем все величины с индексом «1» будут отно

ситься к включению, а с индексом «2» - к матрице.

Считаем, что в области 5 без трещин известно напряженное состояние

TOiz (i = х, у), на линии спая Г включения и матрицы имеют место условия

идеального механического контакта, трещины свободны от внешних нагру

зок. При сформулированных условиях найдем напряженное состояние 'tiz

(i = х, у), обусловленное наличием трещин . Решение задачи продольного

сдвига сводится к нахождению аналитической функции F (г) (г = х + iy) .
Компоненты перемещений и напряжений выражаются при этом через функ

цию F (г) следующим образом:

ш(х, у) = ReF(z), '"Сп. = (.tRe[F'(z)iCl:], (1)

где а - угол между нормалью п и осью Ох; (.t - модуль сдвига.

для о п ределени я '"CiZ имеем граничные условия

W1 (а) = Ш2 (а) = f (а), -т~ (а) = -т~ (а), а = ReiO
Е Г, (2)

'"Сп.;- (t) = О, t Е L = ь, Uь; (3)
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