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10 ВРЕМЕНИ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОМПОЛЕ

Рассмотрим задачу об индукционномнагреве слоя из магнитотвердогомате

риала, на поверхности г = О которого поддерживается напряженность

нагнитиого поля Н(О) = (О, Но cos rot*, О}, где го - частота, t* - время.
Принимаем, что терм.оупругое состояние обусловлено силовым действием

электромагнитного поля на индукционные токи и выделением при их проте

канин джоулева тепла, а также тепловыделениями вследствие перемагии

чпвания. При этом исходим из известной в литературе расчетной схемы

эешения задачи [9], в которой джоулево тепло и пондеромоторная сила усред

зяются по периоду колебаний электромагнитной волны в пренебрежении

связанностъю полей деформации и температуры, а также влиянием подвиж

эости среды на электрические токи, т. е. закон Ома принимаем в виде

7= аЕ , (1)

:-~e7 - плотность тока; а - коэффициент электропроводности; Е - вектор

напряженности электрического поля. Зависимость между индукцией В =
-+

= {О, В (г, t), О} и напряженностью Н = (О, Н (г, t), О} магнитного поля вы

бираем в виде динамической петли гистерезиса [1-3, 5]:

ь = -1_ arctg V8(h _ Х. ah).
~ at

Здесь

,.. _ f.Lf.Lo •
""- ~ ,

в в = (аН )2. Х. =~ .
f.Lf.LoHo о , Но '

2
В = - B s; t = rot*;

11:

Ь=-----=-=--

!l<J - магнитная проницаемость вакуума; !-t - начальная магнитная прони

лаемостъ материала; Не - коэрцитивная сила; В, - индукция насьпцения .

Параметр в характеризует нелинейную зависимость между Ь и h, а параметр

7. - петлю гистерезиса. Фснкцией arctg учитываем воэможность насыще

ЕНЯ магнитной индукции.

На основании уравнений электродинамики в пренебрежении токами

смешения в области слоя для определения отличной от нуля составляющей

запряженвостимагнитного поля h (г, t) получаем уравнение

[ 1+ в (h - Х ~~ n~:~ = ~ (~~ - х ~~)
~lЯ области слоя и

(3)

(4)

h (1, [) = h'U) (1, о.

лля области вакуума при таких контактных условиях на поверхности z
t

ah (1, t) в r ah(Oj (1, t) dt
дг = 80<0 J дг

О

= 1:

(5)
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и условиях излучения на бесконечности:

• (О) • I дh(О) ah(O) I
11т Ih (е, t) 1< 00, 11т -д- + kO(jf" = О.
'~oo z~~ Z

З
2 2 о 2*,2

десь у2 = 2J.!J.!oaroti.; n. - толщина слоя; ko= eoJ.!oro пе ,

Рассмотрим внешние поля и материалы, для которых е <
данной задачи ищем в виде ряда по малому параметру е:

00

h (z, t) = 1} enhn (z, t).
n=О

(6)

1. Решение

(7)

Ограничиваясь нулевым и первым приближением в разложении (7) и во всех

искомых функциях, получаем соответственно

h ( [) - 1 { 1 l - IX IX
1

и + 1 [- I'X' "Х] -и}
о z, ~ 2 Т е - е е ~ е - е е ,

h1 (z, [) = Lз (z) е
Зil + L 1 (z) е'' + L; (z) га + L; (z) «:",

L1 (z) = L; (z) + {; (z), Lз (z) = L; (z) + L; (z), . (8)

L' ( ) (; (О) I I x -lxl
Iz =-~-e -е ,

где

L" ( ) 1 + Х1 { 1<~ + i (21< - 'Х) I - (2/+1')x _ (21+/')%1 +
I z = - lM2~* 5 + 8хХ е е

+ )( [2Х - х + i (2 + хХ)] I -(21-1*;x (21-1')x\ + 2 (1 Х') -I'x I'X!}
5 + 2хХ е . - е - t [е - е ,

L' ( ) Lз (О) [I,x l,xl
3 г = -~-- е -е ,

1

L; (z) = - 4~~3 {[1 - 3Х2 - Xi (3 - Х2)] [e-ЗlХ _ е31Х I +

+ 9 [1 + 9Х,2 - 4Х4 + iX (1 -11X,2)] [-1% _ IXI}
1+ 16Х2 е е,

1 А -1 l А -1, 1, l " (х + i)
х = - z; Ll = е - е ; Lll = е - е; = _=-:-'--:,::=-,-

2Ух

; % = Х +у Х2 + 1 ; %1 = 3Х + V9X2 + 1 ; звездочкой
'I'VЗ(Хl+i)

21-I X I
обозначены комплексно-сопряженные величины.

Из анализа формул (8) следует, что при у :> 6 (приповерхностный нагрев)

ФУНКЦИИ ho (z, [), Е, (z), Lз (z) практически описываются формулами

ho(z, t) = +(e- 1Z+1I + e-I
'
z
-

it
) ,

(9)

( 10)

Здесь

L ( ) = (l + Х2) [х2 + i (2)( - Х)] (-IZ -(21+1*)z)
1 г 16(5 + 8хХ) е - е ,

Lз (z) = 1- 3Х2 -4~i (3 - Х,2) (e-I,Z-;- е-Зlz).

По известной формуле для джоулева тепла Q (а, [) = аР (z, t) с учетом

соотношений (8) найдем выражения для удельной мощности джоулева теп

ла, усредненного по периоду колебаний электромагнитной волны :

4 w
( )

,-, (X.z ()"'" (X·Zqo г = k: al.je я, ql г =""'"' а1,jе 1 •
j=1 ;=5

q (z) = QQ~) ;

2'Л/W

Q(z) = :п ~ Q(z, [) dt;
О
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4 (1 + хХ) еУ УХА Ао"6.t;* о ,al.5= -

al,7=-
4 (1 + х'Х)

t;t;*

al.6= -

.з:
УХ '

е АоАо;

.
al,16 = al,14;

2iy

al,I9 = 2е УхA4A ~;

... -Z*' '"
al,lO = al,9; al,ll = е А1Ао ; al,12 = a1,11;

. -'А А' •
al ,14 = - le 2 о; al,15 = аl;lЗ;

.
al,20 = аl,l9;

'\'2 (1 -1- х'Х) Ао' = '\'2 (1 -1- хУ..) А А А

(
'\' ) 8х (6.6.*)2 1 = 4 - 3;

2х ch '\'ух - cos Ух

= 5х%2 + Э% + 2% + 4 х%4 + 9iШ + 2):3 + 3х + 4Х + 2 (1 + Х2) ,
5 + 8х:' 5 + 2х% х ,

А _ 2 (6х%3 +3%2 + 5х% +- 2) . А _ 2 (2хХ3 + 3х% + 'Х2 + 2)
з - 5 + 8х% ' 4 - 5 + 2х%

А = ( 5;~XX + 5+
12XX

-2)сhУV;Z cos /х -
(

2х - х. 2х% + 2х + Х ) т r:-:-. У
- 5+8х% - 5+2х% - 2Х shy v х sш Ух -

5;28%% ch 2у VX' - 5 +1 2х% cos ~ + 2;

V- i'\'
а1 = - ух; аз = - a1 ; аз = - vx ;

а6 = а2 ; а7 = аз; ав = а4 ; ~ = -/;.
= - a g; a 12 = al1; а13 = a g; a 14 = - a lO; ан = - ан;

a 16 = а12; a 17 = 2а1 ; а1в = -,~; a 19 = - 2аз; а20 = а;9 .

Для приповерхностного нагрева формулы (10) примут вид

( )
_ у2 (! + х'Х) -уУх 2qo Z - х е •

(12)

ql (г) = '\'2 (1 + ?(2) Iх2 (1 + хХ) е-УУХ ? _ 2 (6хХ3 + 3Х2 +
4х (5 + 8хХ)

+ 5хХ + 2) e-2vVх z1. (11)

Дополнительные к джоулевым тепловыделения, вызванные перемагии

чиванием (гистерезисное тепло), определяются по формуле [4, 7]
2л

- ~ (' дЬ
q = v 'у hdb = ffi J h ----аг dt,

u

ю - Q
где v = 2Jt; q = Q;;; Q - удельные потери на гистерезис в единицу

времени, усредненные по периоду колебаний. Соответственно для рассмат

риваемой задачи получим

4 ~

- ( ) ~ а,' - () ~ a·zqo г = L.J a2.ie ,ql г = ~ a2,je I ,
/=! /=5

(13)
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где

4А ( - '
й25 = --- е'\l1 ХВо', 44* ,

-2Х;
2хХ2 + 2х +1.

5+2хХ

I
5+2х1. + 1.

•
а2,8 = а2,7;

• _ l* I ..

a2,IO = Щ,9; a2,II = е В1Во; а2,1 2 = a 2,J};
[.' :)1; •

а2.И = ie- В2Во; a2,J5 = а2.IЗ; a2.16 = a2,14

21у

a 2,I 9 = 2е YXB4B~;
, у21.

Во = 16 (4~*)2

a2.J7 = 2е2'\1УХ ВзВ~; a 2,I8 = 2е-2'\1УХВзВ~;
у21.

ВО = --;-----'-----.,--
4(Ch Yух -сos lx)

В В + В 6 В 2х-1.

1 = 3 4 -; 2 = 5+ 8хХ -

х2

Вз = 5 + 8х1. + 1; В4 =

1 •
а2,9 = е В1Во ;

а2.IЗ = ie
l
B2Bo;

При у > 6 приближенно находим

- 21.' -
ч« (z) = --;- е-УУХ 2,

(14)
'\'21. (1 + 1.2)

q] (г) = 8 (5 + 8х1.) [(1 + 2хХ) е-УУХ> - 2 (3 + 5хХ) e-2VУХ2j .

Выражение для пондеромоторной силы F = rх jJ в данном случае при
мет вид [9]

с учетом формул (2) и (8),

F= {О, О, F (г)} .

f
~~oH~

Здесь F (z) = РО f (z), = еЬ, РО = n.
усредняя по периоду колебаний, получаем

4 20

fo (z) = ~ аЗ,jеfZj"
[l (z) = ~ аЗ. jеаjz,

/=1 /=5

(15)

где

аЗ1 = (х - Х) еУУХСо; аЗ,2 = - (х - Х) е-УУХСо; (16)
1'\1

аз;з = - i (1 + хХ) е УХ Со; а3,4 = а;,з;

4 (х - Х) уухс' , аз 6 = _ 4 (х - Х) e-УУХСо·'
аЗ,5 = - 4~* е 0" 4~* ,

аЗ.7 =
'У

4i (1 + Х1.) УХ с' , . [С С'
~~* е о, аз,В = аЗ.7; аЗ,9 = е 1 о;

* 1* '
аЗ,l О = аЗ,9; аЗ,11 = - е- C1CO;

* • , . •
аЗ,I ? = аз,Н; аЗ,IЗ = te С2Со; аЗ,I4 = аЗ,IЗ;

. l*' •
аЗ,I5 = - Le СзСО ; аЗ,16 = аЗ,15; аЗ,I7 =

= - 2e2vYXC3C~; аЗ,I8 = 2е-2'\1УХC3C~; аЗ.19 =
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I ...L '?J.
5 +2~Z

2ly

= - 2ie УХ C4C~; аЗ.20 = a;.19;

С - у C~ = у (1 + %2)
О - 2 -УХ 1111* 16-УХ (111'1*)2

3х - %+ 2х % х + %+ 2ху'2 ; С
2

= 3 + 7х"l. + 4%2 + 8х'Х3

C1 = 5+2х'Х 5+8;<.7. 5+8х'Х

С __ 2х + Х + 3х'Х2 + _ ",. С = 2 + 3х'Х + 'Х2 + 2х'Х3

3 5 + 8х'Х х I'v. 4 5 + 2х'Х + 1 + хХ.

Для,? :>- 6 формулы (16) упростятся и будут такими:

f (г ') = у (х - 'Х) e-УJ!Xz
о 2-Ух '

(17)

При определении температурного поля и напряжений будем считать,

что на верхнем основании слоя имеет место конвективный теплообмен с

внешней средой, температура которой равна начальной температуре То слоя.

Температурное поле находим из уравнения теплопроводности

при начальном t (г, О) = О и граничных условиях

:~ - Bi1t = О при z = О,

~ + Bi t = О при г = 1.
дг 2

Здесь t = (Т - ТО)/Т - безразмерная температура; Т

(18)

(19)

В · u Б О 1 ш* v12 - критерии ио на основаниях z = и z = ; т = 7 - критерии

Фурье; л, а - коэффициенты теплопроводности и температуропроводности

соответственно; q* = q + q.
На основании линейности уравнения теплопроводности и формул (10),

(13) функцию t (г, Т) находим в виде

2и

t (г, 1') = ~ a,t, (г, Т), а, = аl.1 + ац.
;=1

(20)

Решение строим с использованием преобразования Лапласа [6]. для тепло

изолированного на основаниях слоя (Вт, = Bi2 = вi = О) получаем

При условиях конвективного теплообмена на поверхностях слоя нахо

дим
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чD

Здесь fLm - неиулевые

~

0,8 z

корни трансцендентного уравнения

fl~ - BijBi2

ctg 11т = (В' -1 В') (23)
11т 1, - 12

При определении напряжений

принимаем, что основание z = О сво

бодно от силовой нагрузки, а при г =
f
2

0,6о

2

- 1 перемещение И, = О. Из уравнений термоупругости в квазистатиче

ской постановке [9], полагая ихх = Uqg = О, приходим К уравнению

да. + 5
0
t = о

дг
(24)

при граничных условиях

0"* (г = О) = О, и, (1, "С) = О, (25)

где

ац щЕ H~. _ 2flf-lo (1 - v) ал .
0"* = ао 0"0 = 1 _ v 4ал ' 50 - а/Е '

CI./ - линейный коэффициент температурного расширения; Е - модуль

упругости; v - коэффициент Пуассона; O"zz - нормальные напряжения

в направлении оси г. Нормальные напряжения О"д и О"уу определяются по фор

муле

0"=
v

1 0"* - "-v (26)

ахх __ ауу
где о" =

<1о ао
На основании формулы (16) можно записать

20

0"* (г) = 2: a3,jO".j (г). (27)
;=1

Интегрируя уравнение (24) при граничных условиях (25), с учетом фор-
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мулы (27) получаем

a.j (z) = - -~i (е
а
/ - 1). (28\

Численные исследования проведены для слоя из магиитотвердой стали

ЮНД4 при Х = 0,8, /А = 20 000, 8 = 0,6.
На рис. 1 представлены графики изменения джоулева (кривые 1)

и гистерезисного (кривые 2) тепла по толщине слоя для различных значений

у. Сплошными линиями показано распределение тепла в нулевом (8 = О),
штриховыми-в первом приближениях. Из графиков видно, что при выбран

ном материале и фиксированной толщине слоя с увеличением частоты (о (уве

личение у) интенсивность тепловыделений возрастает в приповерхностном

G

t

~:::o...
~

~
г=6 ~

\ -ю

10 V
~

г=б ~

{=1 ~

~

~
~

-15 ~ ......
5
О ~2 0/1 0,6 0,0 г о 0,2 о;ч. 0,6 0,8 z

Рис. 3 Рис. 4

слое. На рис. 2 показаны аналогичные графики распределения пондеромо

торной силы по толщине слоя .

Изменение температуры по толщине слоя для установившегося режима

при двух значениях у = Г; 6 приведено на рис. 3. Коэффициенты теплоот

дачи на основаниях слоя г = О; 1 приняты равными: Bi1 = Bi2 = Bi = 0,2 .
Как следует из рис. 3, при у = 6 имеет место значительная неравномерность

температурного поля по толщине, при у = 1 температурное поле по толщине

изменяется незначительно .

На рис. 4 показано распределение нормальных напряжений по толщине

слоя. Как следует из графиков, для установившегося режима по всей тол

щине слоя имеют место сжимающиеся напряжения .

Из проведенного анализа видно, что в отличие от индукционного нагрева

магнитомягкого материала [8] учет петли гистерезиса приводит к дополни

тельным тепловыделениям, равным по порядку джоулевым, и перераспреде

лению пондеромоторной силы, что существенно меняет уровни напряжений

по толщине слоя.
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х,

в настоящее время большинство исследований термоупругого состояния тел

с трещинами проведено для случая плоских трещин. Такое состояние объяс

няется тем, что исходные задачи достаточно просто сводятся к сингулярным

интегро-дифференциальным двумерным уравнениям, которые для частных

случаев решаются в замкнутом виде. Когда имеется трещина, размещенная

по произ~ольной поверхности,непосредственное

применение методики сведения задач тепло

проводности и термсупругости к интегральным

уравнениям затруднительно. Однако решения

дифференциальных уравнений задач теплопро

водности и термоупругости, полученные при

рассмотрении плоских трещин, могут быть эффек

тивно использованы для построения соответст

вующих термоупругих потенциалов, с использо

ванием которых уже можно свести исходные

задачи к сингулярным интегральным уравнени

ям, в которых интегрирование ведется по поверх

ности трещины . Для построения потенциа

лов теории упругости в литературе известны

подходы, основанные на использовании фунда

ментальных решений уравнений теории упругости и обобщенных теорем

Бетти [4]. Предлагаемая в настоящей работе методика построения потенциа

лов термоупругости, с помощью которых решается задача термоупругости

для бесконечного тела с размещенной по произвольной поверхности трещи

ной, основана на использовании результатов, полученных при решении

аналогичных задач в случае плоских трещин.

Рассмотрим бесконечное тело, ослабленное размещенной по произволь

НОЙ поверхности трещиной и находяшееся под действием заданных на поверх

ностях трещины тепловых и механических нагрузок. Требуется свести зада

чу об определении температурных полей и обусловленных ими напряжений

к интегральным уравнениям . Отметим, что к рассматриваемой задаче сводят

ся задачи теплопроводности и термсупругости. когда значения тепловых и

механических нагрузок заданы не на поверхностях трещины, а на произ

ВОЛЬНОЙ поверхности в теле, в частности на бесконечности.

Обозначим через S область, занятую трещиной, а через $+ и s- - про
тивоположные ее поверхности. Выберем декартову систему координат

Ох1х2хз в произвольной точке тела и установим направление нормалей на

поверхностях s±. Направление нормалей зададим таким образом, что на-
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