
х Н (1:* '-2k)] + % ~ al n [~X д~o [n (го, ,1) - x)dx-
n=) О

- f (2_бkо)'t'r
2k

дд .,«; 't-Х)dХ]Рn(Соs,\,),
k=O ~ го

't* = 't + (-1)'\"0 - 2j, '0 = (1 + 2е cos 2'\'+ е2) 11., % = :a~;o '
где Ро - плотность среды.

w

0,2

w
0,6

0,*

0,2

-0,2 О 2 ""

Рис. 2 Рис. 3

, р с2

На рис. 2, 3 приведены графики распределения величины W = _о- Х
. аоро

Х го (1, ,\,) в указанных точках в зависимости от времени 1: для вытянутого

сфероида (N = 1, е ~ О, 2), полученные с точностью до трех приближений

(j = О, 1, 2). Из этих результатов следует, что часть энергии объемных

волн постепенно при повторных .отражениях переходитвэнергию волн по

верхностных. Это явление можно использовать для управления перерас

пределением энергии источника в нужном направлении.
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Задачи дифракции акустических волн на жестком цилиндре или сфере рас

сматривались многими авторами. Основным из методов, применяемых при

решении этих зада ч , является метод интегрального преобразования Фурье
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(2)

(1)

или Лапласа по временной переменной. проблема обращения которых даже

в этих сравнительно простых задачах наталкивается на определенные труд

ности. Достаточно полные обзоры исследований этих задач приведены в

монографиях [2, 6]. в статье [3] обращение интегрального преобразования

Лапласа выполнено путем сведения задачи обращения к решению интег

рального уравнения Вольтерра с последующим численным его решением.

В настоящей работе для решения нестационарных задач дифракции на жест

ком цилиндре или сфере предлагается использовать преобразование Лагер

ра. Это дает возможность представить решение нестационарной задачи в виде

ряда по ортогональным полиномам.

Рассмотрим задачу дифракции на жестком неподвижном цилиндре плос

кой или цилиндрической волны давления, фронт которой параллеленоси

цилиндра . Задача сводится, как известно, к решению волнового уравнения

на возмущенное давление

I д ( дР) I д2р д2р
Р дР р дР + --р2 д82 =---ch2

при нулевых начальных и граничном условиях

др I ддР р=' = - др q О, 8, т),

где 8 - угловая координата; р и т - безразмерные радиальная и вре

менная координаты; q (р, 8, т) - падающая на цилиндр волна давления;

функция q четная по 8 и зависит от формы падающей волны и закона изме

нения давления в ней.

Применение преобразования Лагерра

(5)

(4)

(3)

00
о!'

fn = Sf ('t) е-"ь; ('t) d't, f (т) = ~ fnLn (,;)
.о n=О

приводит задачу (1), (2) к последовательности несднородных уравнений

Гельмгольца

I д ( арп) 1 »», ~I 1')
РдР Рар +7~-Pn=;~(n+ -' Pi'

д:; Jp=1 = - :Р Qn(i, 8) (n = О, 1, ...).

Искомое решение, очевидно, является четной функцией по переменной в,

следовательно, его можно разложить в ряд Фурье по косинусам. Тогда зада

ча (4) сводится к решению бесконечной системы обыкновенных дифферен

циальных уравнений

I d ( dPrnn) i m2 ) n-1

Р ""dP \р~ - \ 1 + 7 Ртn = ~O (n + 1- ') P111l

(т, n = О, 1, " .),
dPmn 1 d
~р=1 = -т qmn (1) (т, n = О, 1, ...). (6)

Решение системы (5) можно провести следующим образом . Общее решение
уравнения при n = О системы (5) имеет вид

РтО = A~lm (Р) + во".,.Кт (Р),

где lт (р) и Кт (р) - модифицированная функция Бесселя и функция Мак

дональда соответственно. Используя рекуррентные соотношения для этих

функций, можно установить следующее тождество:

[+ d~ (Р ~ )- (1 + ~:)] [Cpi+1Jm_ 1_ 1 (Р) + Dpl+lpKm_I_1 (р)] =

= 2
1
i {Cpi1m-4(р) - DplKm-l (р)),
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которое дает возможность записать общее решение системы (5) в виде

n

Рmn = },:; [А:пnрl!m-l (р) + в:пnрlкm-l (р»).
;=0

(7)

Так как решение задачи (1), (2) должно быть ограниченным в области Р>

> 1, то постоянные A~n = О (т, n = О, 1, .. .; i = О, о •• , n), коэффициенты

B~(I (i = 1, . . _, n) определяются подстановкой общего решения (7) в систе
му уравнений (5), а граничныеусловия (6) служат для определения постояв-

'" 1
ных B'mn. Очевидно, что постоянные Вmn (i = 1, ...• n) можно выразить через

B~k (k = О, ... , п - 1), иными словами, независимыми являются лишь по

стоянные B~n. Исключая зависимые постоянные в решении (7), путем не
сложных преобразований можно построить решение n-го уравнения системы

(5) в виде

n

Ртn = ~ [Dm,n-;G!ml (Р) + Cm.n-1GКml (р)),
i=O

(8)

где

n

шmn(р) = Iml( ~) Ln ( - d~ ) (хm!m(Щ)))х=1 = Iml(l) l~aп;( ~ у [т-l(Р);

Из условия ограниченности решения (8) на бесконечности D mn = О, а по

стоянные Сmn являются решениями треугольной системы линейных алгеб

раических уравнений с разностными коэффициентами следующего вида:

(т, n = О, 1, " .),

Решение этой системы представляется с помощью ветвящихея цепных дро

бей [11

an-l,О

С С I
m"n-l m.n-2
Сm•n_2 Ст•О

an_l.n~

Сm•n_ 1 Сm.п-2

Ст.n_2 Cm.(I~

ап-l,n_2 + --;;----'-....:..:.с;..--:--- + ... + ---;:;:--......:.;.~<--__
Сm,n_ l

Сm•n_?

= an- i,n- 1+

ank = (gm.n-kq~.n+1 - gт.n-k+lq~)lgmrl/mn,

что позволяет избежать накопления ошибки при численном ее решении.

На основании преобразования (3) решение исходной задачи (1), (2) записы
вается в виде двойного ортогонального ряда

00 00

(9)
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Аналогично может быть решена задача дифракции акустической волны

на жесткой неподвижной сфере. Применив к задаче

_1~ ( 2 ~) 1 .. д (. ~)' д2р
р2 др Р др + р2 sin е де SIП 8 де = <п2 '

(10)д др д
Р (р, 8, О) = дт: (р, 8, О) = О; др /Р=I = - дР q (1, 8, 1:)

преобразование Лагерра (3) и представив искомое решение в виде ряда по

полиномам Лежандра Рт (cos 8), придем к бесконечной треугольной систе

ме дифференциальных уравнений, ' аналогичной системе (5):

_1__d_ ( 2dPтn) _ [1 + т (т + 1) ] - ;;1 ( + 1 ") .
р2 dp Р dp р2 Рmп -..:::: n - l PmL,

, 1_ 0

общее решение которой имеет вид

n

Рmп = ~ [Dm;n-pimj(p) +Cm.n-Pkmt (p)J,
/=0

ГДЕ>

р (р, 8, 1:) =

= ]0~o [~ Cm.n-;Gkmi (р)1х
х L,,(1:)Pт (cos 8). (11)

В качестве примеров рас

смотрим задачи дифракции пло

ской ступенчатой волны давле

ния на сфере и цилиндре, что со

ответствует заданию функции

q (р, в, т) в условии (2) и задаче

(JО) в виде

q (р, в, 1:) = qoH (7:+ р cos 8 - 1).

(12)

На рис. 1, 2 приведены кривые

изменения суммарного давления

на поверхности сферы и цилинд

ра соответственно; кривые 1,2
и 3 соответствуют трем харак-

3

Рис.

Рис. 2

о

1

0,5

Gkmn(p) = km\l) L n(- 'd: )rxm+1k", (х/,»1)(=1 = km1(l) ~ схп / (:- ~ У km_/(p);

а.; (р) ~., im~1) с, (- :Х) [xm+1im(ХР)])(=I = тщ-±ctni(+)' im~1 (р). '
. т 1=0 '

~дecь im (р) = v 2~ 1m+'!. (р) и

km (р) = v ~ Km+t / (р) - мо
дифицированные сферические

функции Бесселя. Как и в слу

чае цилиндра, Dmn = О. Опре

делив постоянные СmП из гранич-'

ного условия задачи (10), полу

чим ее решение в виде
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терным точкам сферы и цилиндра е = О, л12 и л. Суммирование

рядов (9) и (11) для уменьшения эффекта Гиббса проводили методом Фейе

ра [4], при расчетах ограничивались одиннадцатью членами ряда по Фурье

или Лежаядру (т:::;;; 10) и тридцатью одним по Лагерру (n :::;;; 30). Полу

ченные результаты, как следуют из графиков, хорошо согласуются с из

вестными [2]. давление на объекте после прохождения фронта волны уста

навливается равным единице, причем оно быстрее падает на сфере в любой

из характерных точек. Время приходов импульсов в точках О = л/2 и

л также хорошо согласуется с результатами работы [2] и с выводами гео

метрической акустики [5]. Однако интересен полученный график поведения

суммарного давления на сфере в тени (8 = л) (см. рис. 1). В работе [2]
эта кривая стремится к единице, не превосходя ее, точно так же, как и в

случае дифракции на цилиндре. Известно [5], что на сфере в тени давление

растет быстрее, чем в соответствующих точках цилиндра, а в точке 8 = л

результаты для сферы и цилиндра сильно отличаются. Объясняется это

тем, что в случае дифракции на сфере луч 8 = л является каустикой. Следо

вательно, кривая 3 на рис. 1 более оправдана как с физической, таки с ма

тематической точки зрения.

Отметим, что в случае падения на объект плоской акустической волны,

давление в которой изменяется по произвольному отличному от (12) закону,

решение может быть получено с помощью интеграла Дюамеля.
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в современной технике находят широкое применение импульсные (искро

вые) генераторы энергии, использующие явление электрического разряда

деформируемых пьезоэлектрических тел [9]. Напряженность активных

элементов такого типа генераторов и эффективность электромеханиче

ского преобразования сушественно зависят от характера и интенсивности

волновых полей, сопровождающих явление электрического разряда. В ра

ботах {1-3] изучено поведение пьезокерамического слоя при мгновенном

электрическомнагружении и разряде, а также при многократных разрядах,

однако общая теория в имеющейся литературе отсутствует. Задачи разряда

периодически возбуждаемых механическим или электрическим путем эле

ментов почти не рассматривались.

Цель данной работы - изучение общих закономерностей кратко

временного (в течение нескольких наносекунд) электрического разряда

пьезоэлектрических тел при произвольных условиях электрического и
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