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УСТОЙЧИВОСТЬ ТЕрмоупруrоrо РАВНОВЕСИЯ

ПОДКРЕПЛЕННЫХ KPyrOBbIX ТРЕХСЛОRНЫХ ПЛАСТИН

Известные в литературе исследования термонапряженного состояния и

устойчивости равновесия многослойных пластин и оболочек относятся в

основном к случаям, когда на их торцевых поверхностях заданы краевые

условия. В настоящей работе исследуется устойчивостьтермоупругого равно

весия трехслойных круговых пластин симметричного строения с легким

заполнителем, подкрепленных по контуру стержнем произвольного попереч

ного сечения.

Основные уравнения термоупругости для таких пластин получены

в работе [1] , Запишем их в полярной системе координат в виде, удобном

для решения задачи устойчивости (прогибы пластинки считаем малыми):

2DV4w+ ген» (ди- + _1_ дv- + и-) = N~ д2ш +
дг г дер г дг2

О (1 дш + 1 ()2Ш) + 250(1 д
2

ш 1 дШ) ++ N'P .., дГ -;:2 дер2 r дгдер -- -;:2 дер + 2D (1 + [L) aV28 +
(1)

h/ 11/

Т/ = 2h
1

(' t/dl'/, 8/ = -;- (' t /dl'l'/ J 2h, J
-Ii/ -/1,

Уравнения для определения характери стик температурного поля много

слойной пластинки получены в работе [7J.

+ 2ВН (1 + f-t) aV 2T-,

BoL1 (и-, и) - и- + Н а; + Во (l + [L)а д:;: = О,

BoL2 (и-, и-) - и- + Н ддШ + Во (1 + [L)'::'" дд1 = О,
гер г ер

++ дТ+ ++ дТ+L1 (u ,и )=(l+f-t)aar , L2 (u ,и )=(1 +[L)a гдер •

Здесь приняты следующие обозначения:

L и v _ д2и 1+ It~ 1-!1 д2u _1_~ _ ~ _ 3 -!1 ~.
1 ( , ) - дг2 + 2г дгдер + 2г2 дер2 + Г дг г2 2г2 дер'

L (и и) = ~ + 3-!1 ~ + 1+!1~ + 1-!1 д
2

v +
2' г2дер2 2г2 дер 2г дгдер 2 дг2

+ 1 - !J. , ~ _ I - /1 и' V2_~+_I_~+_I_~.
2г дг 2г2' - дг2 r дг г 2 дер2'

Н = h1 + h2 ; В (1 - [L2) = Eh 1; 12D (l - f-t2) = Eh~, ВоGэ = Bh 2 ;

2Z+ = ZI ± Z3; г» = (и±, и±, Т±, е±); Z/ = (и/, и/, Т/, 8J.
о

Кроме того, w - прогиб пластинки, Nr, 'P - растягивающие усилия в

пластинке; и/, и/ - перемещения срединных поверхностей несущих слоев

пластинки в направлениях r и <р; 2h~ и 2h1 - толщины заполнителя и несу

щих слоев соответственно ; Е , ~t , а - модуль Юнга, коэффициент Пуассона

и ' коэффициент теплового расширения несущих слоев; С, - модуль сдвига

заполнителя; Т/ и е / - усредненная температура и температурный аналог

изгибающего момента для температурного поля t/ i-ro слоя пластинки (i =
= П. слои пронумерованы в направлении положительного значения про

гиба ш):
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(2)

Условия термомеханического контакта стержня и пластинки. Краевые

условня для системы (1) найдем из условий контакта трехслойной пластинки

а> стержнем *. Площадку контакта будем считать нормальной к срединной

поверхности пластинки, а стержень - тонким. Примем для него гипотезу

ведеформируемых поперечных сечений. Взаимоортогональную систему

координат для стержня выберем следующим образом. Координату s будем

отсчитывать вдоль оси стержня, а оси г и х располагаем в его поперечном

сечении, причем ось г нормальна к срединной поверхности пластинки. Пусть

60::, ис , W c - - персмещения оси стержня в направлениях х, s, г, а х - угол

закручивания его оси. Обозначим через х* и г* координаты волокна стерж

ня, прилегающего к линии пересечения поверхности контакта со срединной

r:оверхностью пластинки; R - радиус пластинки . Кроме того, пусть И~,
• *. дш*

:2' Ив, vB, w*, -ar - значения соответствующих величин на краю пластин-

К!!. Тогда из условий идеального механического контакта и гипотезы неде

;;:ормируемых поперечных сечений стержня следуют такие соотношения:

дш* • • dw* . (dU~ V~)
х = - (fГ' ие = - Иа + г*х, о; = иа +г*~ - х" ----as - R '

• дш* • Н дш*

we = w* - х*х, ив - н (fГ = О, ив - R aq> = О.

Последние два соотношения представляют собой условия недеформируемо

crи нормалей на краю пластинки .

Запишем известные соотношения между внутренними усилиями и пере-

weщениями стержня [6]:

Mx=Eelx (- ~~c..+ ~ -ае8хбх) ,

м, =EJz(~: ++d;; + ае8zбz) ,

Ms=OeIs( ~: ++ d:e ) , Qs=E"Fe(~ - ~ -ает). (3)

Здесь обозначено: Q и м - главный вектор и главный момент напряжений
в поперечном сечении стержня ; Ее, Ое, ае - модуль упругости, модуль

слвига и коэффициент теплового расширения материала стержня; Ре , Ix ,

Iz , Г, - площадь и осевые моменты инерции поперечного сечения стержня

относительно соответствующих осей ; бх (1\) - расстояние от оси х (г) до

наиболее удаленной от нее точки поперечного сечения.

В соотношении (3) введены усредненные по области поперечного сече

ния стержня характеристики его температурного поля tc:

РеТ = н tedF, 8х!." = ь, Н tcZdF, 8 zIz = ь, Н teXdF.
F F F

Уравнения для их определения получены в работе [5).
На стержень действует следующая нагрузка:

qx=N,+q~, qz=-Q, +q~, ms=-Мг-z*Nг-х*Qг+m~,

qs = -5 + q~, т; = -МКР + г*5 + m~, т, = х*5 + m~, (4)

где N" 5, Q" М" Мкр - компоненты реактивной нагрузки, передающей

ся 'на стержень со стороны пластинки, численно равные и противополож

ные по знаку нормальному и касательному усилиям, перерезывающей силе,

* в работе[4] рассмотрена силовая задача для трехслойной пластинки, подкрепленной
лрямым стержнем, причем без учета жесткости стержня на изгиб в плоскости пластинки.
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изгибающему и крутящему моментам на краю пластинки; qo, тО - пряло
женная к стержню внешняя нагрузка.

Запишем с учетом формул (4) уравнения равновесия элемента стержня:

dQx +!1.- + N + qO = О dQ5 _ Qx_ S + qO = О
ds R r х 'ds R s'

dМг + Q + x*S + та = О dQz - Q + тО = О (5)ds х z 'ds г S'

гм, Мх М *N *Q о о----- -г -х' +т =ds R r г r s '

dMx М' Q м *S О - ОdS + т·- z - кр - Z + тх - •

Исключим из этих соотношений величины Qx и Qz. Получим
о

d2Mz Qs + * dS N о dmz О
ds2 -т Х (jS- r-qx+~= ,

dQ5 + _1_ dМ, + (~_ 1\ S + о + m~ = О
ds R ds R ) qs R •

d:~x + d~~ _г* ~ _ d:KP _ о. + q~ + d:~ = О,

гм М
__5 _ _ х_ _ М _ z*N - X*Q + та - О

ds R r г r s-'

(6)

Уравнения (1) - (3) и (5), а также известные соотношения между внут

ренними усилиями и перемещениями пластинки [l] и соответствующие усло

вия в центре (в случае сплошной пластинки) полностью определяют термо

напряженное состояние стержня и пластинки. Если усилия в стержне с по

мощью соотношений (2), (3) выразить через перемещения края пластинки

и подставить их в уравнения (6), то полученные соотношения вместе с по

следними двумя условиями (2) будут краевыми условиями в персмещениях

для системы (1).
Отметим, что в литературе компоненты нагрузки qz' т" тх обычно

записываются следующим образом:

_ Q dMKP + О _ *S + Оqz-- ,-~ qz. mx--Z тх,

М *N * (Q dM Kp ) Оms = - r - Z г - Х r +~ + ms,

т. е. считается, что со стороны пластинки на стержень действуют не пере

резывающая сила и крутящий момент, а тол~ко обобщенная (по Кирх

гофу) перерезываюшая сила. Это может привести в некоторых случаях к

ошибочным результатам .

Приведение задачи устойчивости к интегральным уравнениям. В ра

боте [3] задача об устойчивости упругого равновесия однородной круго

вой пластинки сводится к интегральному уравнению Фредгольма II рода.

Приближенные методы решения и нахождения собственных значений та

ких интегральных уравнений достаточно хорошо разработаны в математи

ческой литературе. Ниже подход, предложенный в работе [3], распростра

няется на случай температурной задачи для трехслойной подкрепленной

пластинки.

Рассмотрим нагрев, нагружение и условия закрепления подкреплен

ной пластинки, которые приводят к осесимметричным температурному полю

и докритическому напряженному состоянию. При заданном нагреве под-

крепленной пластинки в ней возникнут мембранные усилия N~ (г) и N~ (г).
Они определяются из двух последних уравнений (1) и первых двух усло- ·
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(9)

вий (6), Пусть
О О N0 ~ ОNr = лnг, q> = ",'nq>,

О о
а п, и n", назовем единичными мембранными усилиями для данного распре-

деления температуры.

Представим ЩI, VI3, W в таком виде:

ЩI = L и.; (г) cos пер, vfj = L VN (г) sin ер, W = L W N (г) cos пер. (7)
ппп

для случая п =1= О вводим новые неизвестные функции Fn и 'I'n :

иn = H('ddfn +..!!.-'I'n) , Vn=(..!!.-Fn+dIJ'n), w=(I-ВоV2)Fn·r r r аг I

Подставив эти выражения в уравнения (1), для функции 'l'n и Fn получим

следующие уравнения:

(' 2f.t ВоV~-I)'l'n=О, Ln(Fn) =ЛАn(FmnО). (8)

Здесь введены обозначения:

2 4 2 d 2 1 d n2

Е; = 2 (BoDVn - D- BHZ)Vn; V N ":'- -d2 + --d --2 ;r r r r

лАп (рn , по) = [N~BoV~ - N~V~ - (N~- N~) (~: - Во d~: V~)] к.;

Аналогично преобразовываем последние два условия (2) и условия (6).
Решив первое уравнение (8), найдем 'I'n ' Подставив найденное решение

lfn в преобразованные краевые условия (2) и (6) и исключив постоянные

интегрирования, входящие в решение 'Уn' получим шесть краевых условий

на функцию Рn ' для второго уравнения (8) при этих краевых условиях по

строим функцию Грина Гn (г, ~).

Вводим новую функцию "n (г) [3] так:

н,

Fn (r) = I гn (г, ~) "/1 (~) d~,
R,

где Ro и R1 - соответственно внутренний и внешний радиусы пластинки.

Подставив соотношение (9) во второе уравнение (8), получим

R,

"n (г) - л ~, Аn гг, (г, в. по (г)] "n (~) ~ = О. (10)

Случай п = О (осесимметричного выпучивания) требует отдельного рас

смотрения. Неизвестную функцию РО вводим следующим образом:

ио = Н d:ГО , W o= (1-ВоV~) РО - Во (1 + /1) ~ Т-. (11)

Подставив эти выражения для ио и W o в уравнения (1), получим

Lo(Fo} = лАо(Fо, по} + АО 1 (Т-, N°) + Aoz (1), (12)

А (Т- N0) - _ NUВ а (1 -1- 11) п2т- _, (N0 _ N0) В а (1 + 11) d2l
01 • - Q) о Н V о r '" Н ~ ,

Aoz(Т-) = 2а (l + /1) V~ (В: V61 + ВНТ-+ De+) .
Аналогично преобразовываем соответствующие условия (Г), (6). Для

!'J1iВнения (12) и полученных краевых условий построим функцию Грина

Г, ~г. ~). Функцию "о (г) вводим следующим образом:

R, б

Fo(r) = I го (г, ~)"оШd1; + L CiYi' (13)
R, ;=0

Здесь Yi - фундаментальные решения уравнения Lo (РО) = О;
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постоянные С, определяются при указанном выше построении функции Гри

на. как показано в работе [21.
Подставив выражение (13) в (12), найдем

Rt

Vo (г) - л.\ Ао [го (г, ~), по (г)] VoШ ag =
R.

= Ао (~/lYi' N° и) + АО ! (1, N°) + АО2 (Т). (14)

Уравнения (10), (14) являются интегральными уравнениями Фредголь

ма II рода. Таким образом, задача на определение критического значения

параметра температуры свелась к задаче на собственные значения для ин

тегральных уравнений (10, (14).
При м ер. Рассмогри)м подкрепленную круговую пластинку радиуса

R, которая находится в постоянном температурном поле; ось подкрепляю

щего стержня лежит в плоскости срединной поверхности пластинки. Стер

жень закреплен так, что его волокно, контаКТИРУЮLЦее со срединной по

верхностью пластинки, ограничено от перемещений в направлении оси z.
К стержню не приложена активная внешняя нагрузка, т. е. q~ = q~ = m~ =
= m~ = О. Кроме контактных усилий со стороны пластинки на стержень
будут действовать только неизвестные пока опорная реакция q~ и обуслов-

U U U 0.0
ленныи этои реакциеи момент т, = x"'Qz.

Таким образом, для определения опорной реакции q~ и постоянных
интегрирования, содержащихся в решении системы (1), имеем последние два. о

условия (2), условия (6) и условие w* = О. Реакцию а; найдем из третьего

условия (6). Итак, краевыми условиями для уравнений (1) будут последние

два условия (2), первые два условия (6), а также условия

w* = - х* d2Mx +(1-~) dM s _ Мх + х* dM K !> _ М = О . (15)
ds2 R ds R ds r

Систему (1) вместе с указанными краевыми условиями приводим, как

описано выше, к интегральным уравнениям (10), (14). Ядро интегрального

уравнения (14) в рассматриваемом случае имеет вид

АО (Го, пО) = A~(Гo, пО) [2Wo(~) L1г
l
•

Здесь обозначено:

A~ (rg, пО) = по IЬц I и, j = 1,7);

Wo (G) = Iт; 1; L1 = Idl ; 1; ь t-l.i+! = dlj;

ы1 "'" sgn (р -~) Ic:/I; bk+1,1 = Ic~;+ll ;

ai5 = l~-I) (kl~); аlб = K&l-I) (kl~) (i, j, k = I:6);

с;-, = ai/; с:; = sgn (4,1- k)bk,i+ 1 (i = Т:Б, j =;: 1,6, k = 1,7);

. -- 1
al+2,4 = 2al2 (! = 2,4); ан = 1; a12 = 1п1;; а22 = т;

аЗ2 = - F; а42 = 2~-3; а52 = - 6~-4; а62 = 24s-5;

а14 = 3 + 2 1п s; а1з = 1;2; а2з = 2~; азз = 2;

d
14

_ d
10

d
16

B*l~ (k)
-4- - 2' 2 ' 1 (k)k11о (k1) k]K o (k1J о

d24 = dБ4 = d64 = - 4В*; d20 = Bklо (k1) ; dZ6 = BkKo(k1) ;

d2l = d42 = - d46 = dS2/2 = d62 = 1; dЗ2 = - (l - [L) (,\'1 + У2) - Е*;
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6

{j

f
---_"::...-- ,..----::--

~...- , "о"

5

5

6

л·to-2г---т---т------'r~-'-

7

В - 1_ B*k2 k2 = 1'1 +1'2
k - . 1, J 1'18*'

k2 _ 2
- 8* (1 -!t)'

кJ/> и I~)- i-e производиые по р ОТ функций
Бесселя в точке р = 1.

Для определения собственных значений

интегральных уравнений (10), (14) приводим

их к системам линейных алгебраических

уравнений путем замены интегралов конечны

ми суммами . Вычисления произведены на ЭВМ

с.~инск-32». Критическое значение температуры нагрева tH находим по вы

численному наименьшему собственному значению из соотношения

~ с 28(1+!t}EcFc (
кп; = 28R (l + 11)+ ЕСРС ас - а) tH •

На рисунке представлена зависимость критического параметра л от

толщины заполнителя h2 = h;R при '\'1 = 0,1; 1 и Е* = 500 (сплошные
линии) и от жесткости на изгиб из плоскости подкрепляющего стержня при

тех же значениях '\'1 и h; = 0,05 (штриховые). Из рисунка видно, что начи
ная с Е* = 600 значение л почти не изменяется, т . е. подкрепляющий стер

жень становится эквивалентным жесткому защемлению контура пластин

ки. ДЛЯ других безразмерных параметров приняты следующие значения:'! = 1,8 . 105 (h; + 0,005)2, В* = 14 h;.

d2З = 1- 4B~; dзз = 2 (1 + 1-1) ('\'1 + '\(2) - 2Е*; d66 = -d5612 = вя;

dЗ4 = ('\'1 + '\'2) (3 + 1-1) + 4 (1 -1-1) В*У1 - (I - 4В*) Е*;

dЗ5 = (1'1Bk+ '\(2) Ik~/o (k1) - (I -1-1) I~ (k1)] - E*BkI~ (~);

d36 = ('\'IBk + '\(2) [Мко (k 1) - (1 -1-1) к; (k 1) ] - г-в,к; (k1) ;

Ь14 = - 4; Ь15 = -4 (1 + In Р); Ь 1 6 = k~Bklо (k1P); Ь17 = k~BkKo (k1P)·

Остальные элементы всех определителей равны нулю. Кроме того,

2D 28Н2

'\'1 = R2nO , У2 = R2no '

г: = Е* = EcJx В* = !!..LR р, nОRЗ R2 ,
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