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в работе [1] приведено необходимое и достаточное условие того, что неко

торая автономная система обыкновенных дифференциальных уравнений яв

ляется системой Эйлера - Пуассона, т. е. определяет экстремали функ-

r ( dx
i

d' х
;

)ционала J /J х! (т), ~ (т), ... , dт;' (Т) dT при некотором выборе лагран-

жиана L. Пусть и обозначает открытое множество в г" с координатами
x i . Пространство г-скоростей т'и с координатами х(О)! ~ x l , х(1); , ...

' .. , х(,)! изоморфно и х н" х ... (г раз) Х ... я". Ниже все отображения,

функции и дифференциальныеформы считаютсякласса С", Если 1 - откры,

тое связное множество в R, содержащее нуль, то отображение а: 1--+ и,

называемоекривой в и, определяетэлемента из т'и по формулам х! (О-) =
- dd -' d'(Jl

= O't (О), х(1)1 (а) =-d (О), ... , х(п; (а) =-- (О), где а' = хчз . Любая си-
. т; ~'

стема функций Л; на т'и определяет автономную систему обыкновенных

дифференциальных уравнений порядка г, решения которой суть кривые

da' d'a! о
а (Т) в и, для которых Л, (0'1 (Т), -d- (Т), ... , -- (Т)) = О. Основнои резуль-

т; dт;'

тат состоит в следующем.

Теорема. Система дифференциальных уравнений Л; (x i, x(g)i, ... , X(')i) =
= О (j = 1, ... , N) является системой уравнений Эйлера - Пуассона Б том

и только том случае, если

дО/ЛI - до/л, - ~~=O (- 1)'~(д'iЛ' - д,fлд = О,
d..-

д л ~' (1)' 51 d
S

-
О

д·Л· = О
о] i - s=v - (5 _ v)1 vl dt;S-V "1

для 1 ~ v ~ г. Здесь dS/ обозначает частную производную по x(S)I.

Пусть ф' обозначает алгебру внешних дифференциальных форм на

пространстве Т'и (число г назовем порядком формы); а, ~, "? - произволь

ные такие формы произвольных порядков И f - любая функция на т'u.

Ясно, что ф' с фS при любых г ~ -". Пусть действуют следующие опера

торы: 1) дифференцирование dr из ф' в ф,+l, определяемое соотношениями

drd = ddr,

dr (а Л ~) = dra Л ~ + а Л dr~,

drf = Lk=сх(k+1)lдklf :

2) дифференцирование ip из Ф' в ф', определяемое при каждом неотри-
т

иате.1ЬНО:-'1 целом т соотношениями

iFm! = О,



iF dX(k)1 = _ _k_'_ dx(k-m) i если т & k
т (k - m)1 ' -=::: ,

iFmdx(k)1 = О, если т> k;

3) дифференциал Лагранжа б: ф' -+ ф2" определяемыйформулой

б - 1:' (_I)m dmiF а.
- m=О т! т т

Определение [1]. Формой Эйлера - Пуассона называется l-форма л Е

f ф' такая, что бл = О и iF,Л = О.
Предложение 01. Форма л является формой Эйлера - Пуассона тогда

н только тогда, когда существует функция L такая, что л = БL.

Следствие. Система уравнений лl -:. О является системой уравнений

Эйлера - Пуассона тогда и только тогда, когда построенная по ней l-форма

i. = Ajdx/ есть форма Эйлера-Пуассона.

Доказательство состоит в сравнении определяющего выражения для диф

ференциала Лагранжа б с известными выражениями Эйлера - Пуассона.

Поскольку для l -формы Л Е Ф' равенство iF,Л = О выполняется в
том и только том случае, когда л = л[dх/, доказательство теоремы соглас

но определению сводится к записи условия бл = О в координатной форме.

Пусть i, j принадлежат множеству {l, ' 0 0 ' Nj, остальные индексы целые

веотрицательные. Имеем

dл = 1:~=одРjЛidх(Р)j 1\ ах',

iF.dЛ = 2dл

н при г ::>- т ;» 1 "

" d~ ~l р!
/Рm r. = ~p=m (р _ т)! дрj,чdх (р-m>i 1\ ах'.

Так как для произвольных форм а, ~, у

dr (а 1\ ~ 1\ у) = 1:k+l+n=m kl~: nl d~a 1\ d~~ 1\ dTY'

то

d'ТдР/"Лidх(р-m)/ 1\ ах' = 1:k+l+n=m т! d~дРl,л "dх(р-m+l)j 1\ dX(n)1
kll!nl' ,

и

J:~ _ d~ + ~l ~l (_ l)m рl ~ _1_ dka ~ .dx< p- m+l)! 1\ d (n)l
UIIo - 110 ~m=O~p=m (р _ т)! ~h+l+n=m klll п' т р!lIo, Х .

В индексах и соответственно в пределах суммирования делаем замены:

р - т = q, q + l = и, после чего получаем

J:~ d~ ~Г ~г-m 1 т (т + q)1 ~ 1
ur. = r. + ~m=O ~Q=o (-) q! .LJk+u+n=m+q k! (и _ q)! n! Х

Х d~д(Q+m)jЛidх(u)! 1\ dx(n)[,

где индексы и и q связаны уравнением u - q ::>- О. Символы суммирован ий

преобра зуем следующим образом:

~~O~~=;;' = ~~O~Q+m=s,

1:k+u+n=m+q = 1:~=O~u+n=v,

а в выражении для бл везде вместо k ставим просто s - и;

БА = dA + 1:~=o1:q+m=s (- l)m-%\- 1:~=O~"+n=v (5 -v)1 (~_ q)1 nl Х

Х d~-V)дs/ЛldХ(U)j 1\ dx( n)/.
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Последнее суммирование фактически производится только по u при усло

вии, что вместо n везде подставлено v - и:

БА . dA+ 1;~=o1;Q+m=s1;~=o1;~=o (s _ и)1 (и _ ~)! u!ql (и _ q)! Х
Х dt-

l1аs;А;dХ(U)f /\ dx( I1-U);.

Суммирование по q и т можно выполнить в первую очередь, при этом q изме

няется в пределах от О до и, так как в согласии с пределами других сумми

рований всегда и ~ v, а v~ s:

1;q+m=5.u_q;:;,0(-1)т q! (UU~q)1 = 1;~=o(-l)s-q (~) .

Эта сумма равна О. если и > О , и (_1)(5), если и = О . Окончательно

'" 1 , (- 1)5s! S 11
uЛ = dл + 1;11=01;5=0 (s _ 11)1 иl dr- дs;л;dхi /\ dx(v)',

где опять индексы s и v свчзаны условием s - v >- О . так что правую часть

можно переписать в другой форме:

БА = 1;~о(аv;II.i-1;~=v(-1)5 (5 _s~)! иl dt-vа~;Аi)dх(V) i 1\ dx'.

Требуемый результат получается приравниванием этого выражения к нулю.

При 1\1 е р. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений третье

го порядка. Используем матричные обозначения . Точка будет обозначать

тензорное умножение двух матриц с последующей свергкой по всем парам
k '/

соответствующих индексов, начиная справа. Например: А . В = А,/В, I ;

С • А = с/Ац = А . с. Обозначенная ' точкой операция выполняется

в последнюю очередь, а не обозначенная - в первую очередь. Знаки ®,
О и /\ - соответственно тензорное, симметрическое и внешнее произведе

ния. Символы S И Jl обозначают операции симметризированияи антисим
метризирования.Переменныех', X(I);, .... х<4); обозначаются х, р, q, Г, S соот

ветственно.

Утверждение. Система дифференциальных уравнений третьего порядка

w (х, р, q, г) = О является системой уравнений Эйлера - Пуассона в том

и только том случае, если найдутся зависящие от переменных х и р матрица

В, кососимметрическая матрица А и строка с. удовлетворяющие для про

извольного столбца у условиям

(i) 2др /\ Ау + удр . А = О,

(и) 2Jl (В) - Зрд; . А = О,

ии) ид; . S (В) - др О Ву + рд; . др О Ау = О.

(iv) 2др /\ Ву - 4дА /\ Ау + 2рдх • удр • А + удх • А = О,

(v) 2др О с - 2рдх • В + 3 (рдх)2 А = О,

(vi) 2удр . др /\ С + 2рдА • др /\ Ву - 4дх /\ Ву + Зрд; . удх • А +
+ 3 (рдх)2 удр . А = О,

(vii) 4дх /\ С - 2par • др /\ с - (рдх)3 А = О

и такие, что

w = Аг + qap • Aq + Bq + с.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Условия теоремы перепишем следующим

образом:

д,Ош=О, (1)

2aq /\ w - 3dra, ® w = О, (2)
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2др 0 w - 2draq ® w + 3dfд, ® w = О. (3)

2дх Л w-drap Л w + dfaq Л w -d}ar 1\ w = О. (4)

Из уравнения (1) следует, что найдутся кососимметрическая матрица А и

строка Ь, такие, что w = Аг + Ь. Тогда уравнение (2) расщепляется по сте

эеням переменной г:

2aq Л Ь + Зрд; . А + 3qa p • А = О, (5)

2aq Л Аг + 3ra q • А = О. (6)

Нз последнего уравнения видно, что А не зависит от q. Уравнение (3), рас

цепленное по степеням г, требует, чтобы

2(рдх + qдр) ' aq0b-2ар0ь+з(рах)2А+6ра,,· qap , A+3qax • А+

я + 3 (qap)2A = О (7)

2raq . aq 0 ь + 3гд" . А - 2др 0 Аг = О. (8)
Так как согласне уравнению (8) третьи производные по q от Ь равны ну

.1Ю, то их можно представить в виде Ь = D . q ® q + Bq + с, где матрица

D кубическая, матрица В квадратная, с - строка. Уравнение (8) озна

чает теперь. что для произвольного столбца у

4D . г 0 у - 3гдр . Ау ----' 2др 0 Аг . у = О.

откуда следует, что

D· q ® q = qap • Aq. (9)

Слагаемые уравне!"ия (5) линейные по q, преобразуются с учетом равенства

~9) в условие и), а слагаемые, не содержащие переменной q, приводят к

условию (и).

В уравнении (7) квадратичная по переменной q часть с учетом равен

ства (9) превращается в нуль, линейная с учетом того же равенства и условия

Щ приводится К уравнению

- 2рд,,' др 0 Aq - 2qap • В + 2др 0 Bq + 3рд,,' qap • А + 3qa" . А = О,

(10)

а члены, не содержащие q, сводятся к условию (v). Антисимметрическая

часть уравнения (10) - это условие (ii). умноженное слева на qap , а сим

метрическая - не что иное как условие (Ш) .

Осталось удовлетворить уравнению (4). Оно состоит из следующих

слагаемых:

2д" Л с- рд; . др Л с - (рд,,)2.А (В) + (рдх)3 А = О, (11)

2д" Л Аг + рд; . др Л Аг + рд; . гдр . А + гд" . А -

-гд; Л Вг-гдр ' .А (В) = О, (12)

qap • (2дх Л Aq + рд; . др Л Aq + рд; . qap • А + qax • А-

-др Л Bq - ад; . .А (В» = О, (13)

2дх Л Bq - рд" . до Л Bq - ад; . др Л с + (рдх) 2 . др Л Aq-

- ад, . .А (В) - 2рд х ·qap • Л (В) + 2 (рдх)2 ~ qap • А +
+ Зрд; . ад, . А = О, (14)

В силу условия (и) уравнение (11) превращается в условие (vii). После

подстановки в уравнения (12) и (14) соотношений т и Щ) они преобразу
ются в условия (iv) и (vi) соответственно. Уравнение (13) есть следствие урав

нения (12).
Отметим, что в случае системы двух дифференциальных уравнений

(N = 2) условие (i) превращается в тождество. а условия (iv) и (vi) следу

ют из условий (ii). (Ш) и (v).
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О ПОРЯДКЕ РОСТА ХАРАКТЕРИСТИЧЕскоrо РЯДА

Приведем некоторые необходимые сведения из теории целых функций (4).
На основании известной теоремы Адамара всякую целую функцию

00

(1)

(4)

(5)

(3)

Порядок

конечного порядка Р можно представить в виде

F (г) = е!'n(2) ri (1 - +) ePmk (2 ). (2)
1<=1 k

где Zk - нули функции F (г); Pmk (г), gn (г) - полиномы степеней т и п

соответственно, причем т < Р. п < Р Большее из чисел т, п называется

родом функции F (г).

Пусть М (г) = тах I F (г) 1. Функция F (z) называется функцией конеч
121=г

ного порядка, если существует положительное число а такое, что

м (г) < е", r > го (а).

Нижняя грань р чисел а называется порядком роста функции F (г) .

роста функции (1) можно вычислить по формуле

-,.- k lпk
Р= lт--~

k_oo Iп ICkГ·

Порядок Р и род Р функции F (г) связаны соотношением

р-1 <р<р.

Порядок суммы и произведения двух функций Р1 (г) И Р2 (г) равен боль

шему из них.

Рассмотрим уравнение

м [у] = кн [у], (6)

где М, N - линейные однородные обыкновенные дифференциальные выра

жения порядков т и n соответственно (т > n); л - некоторый (комплекс

ный) параметр. и поставим следующую задачу: определить порядок роста

решений уравнения (6) как функций параметра Л.

Определение. Если некоторая функция у (х), являясь решением урав

нения (6), однов ременно удовлетворяет (не удовлетворяет) уравнениям

М [у] = о и N [у] = О, то такое решение будем называть вырожденным (не

вырожденным) по параметру Л.

Очевидно, что вырожденные по параметру л решения имеют нулевой

порядок роста.

Теорема. Пусть коэффициенты дифференциальных выражений М и N
интегрируемые на промежутке [а, bJ. Тогда все невырожденные по л решения

у р авнен ия (6) и их производные по х вплоть до (т - 1)-го порядка явля

ются целыми аналитическими функциями параметра л с порядком роста

Р< m~n (7)
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