
Если устремить R -+ со, то и == О в области D/, есл и выполняются

условия

с цен-

условие
- (1)
l Е Crs] , о (М) Е C[SJ И выполняется

В2 :> а2 + 0*2 (0* = min о),
s

то задача (1) - (3) в области D/ имеет не более одного решения.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть начало координат совпадает

тром вписанной в область D, сферы . Функции B k берем в виде

" n

2 ~ ~:kk - ~ P~ + 4 (В2
- (

2)> О,
k=1 k=)

~ Pkcos(n:Xk)- _1_(20_ tgy аду -g) I ~O,
k=) cosy 'S

которые равносильны условиям (4): Pk = 2Bk .

Обозначим ; = 2 1 (20 - tg '\' ддУ - g). Если ~2 - а} > О, а :> о,
соз у 1"

то и = О в области D/, так как Bk = О (k = 1,"11). в случае; < о дока
жем такую теорему.

Теорема 2. Если

В дг *
k = --д- а

X k (Г = l/~)._ Xk •

k=I

Тогда неравенства (4) будут выполнятьс я , если выполняется условие

В2 > а2 + a*~ + 2 (n
d

- 1) 0*,
D i

где dD , - внутренний диаметр области Di [3]. Поскольку 0* < О, то по

следнее неравенство мажорируется таким: В2 :> а2 + о" .
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ЯВНЫЕ А·УСТОЙЧИВЫЕ МЕТОДЫ ЧИСЛЕННОГО

ИНТЕГРИРОВАНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИй

в вычислительной практике часто приходится решать задачи с начальными

условиями для жестких систем обыкновенных дифференциальных урав

нений первого порядка

У' = F (х, У), (1)

где У = (Уl' У2' .. ., Уn) и F = (fl' f2' ... , fn) - л-мерные векторы. Систему

(1) называют жесткой, если ее матрица Якоби ~~ имеет большой разброс
собственных значений. К решению таких систем приводят проблемы по

строения математических моделей фиэико-химических, биологических и эко

номических процессов, задачи многомерной оптимизации, кинетики, эле-
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ктроники, электрических цепей и т. п. Подобные вычислительные задачи

могут возникать при решении более сложных дифференциальных задач.

Жесткость системы сильно затрудняет, а часто делает практически невоз

можным интегрирование задачи Коши классическими методами типа Рунге

Кутта или Адамса . Это так, потому что большинство из этих методов явля

ются устойчивыми, если величина шага интегрирования h удовлетворяет

неравенству IhA; I < к для всех собственных чисел А; (i = 1, 2, ... , n) ма-
дР

трицы дУ • где К - постоянная, зависящая от метода и не превышающая не-

скольких единиц . Следовательно, если нас будут интересовать даже только

компоненты решения, отвечающие малым А;, присутствие больших соб

ственных чисел приводит к выбору столь малого h, что время счета сильно

возрастает и влияние ошибок скруглений становится существенным [2, 3].
Более удобными здесь оказываются методы, А-устойчивые при любых

шагах h. Численный метод называют А -устойчивым [1], если в применении

к уравнению

у' = АУ (2)

при всех А, дЛЯ которых ReA < О, его погрешность стремится к нулю, когда

х -+ 00. Таким образом, удовлетворение критерию А-устойчивости из

бавляет численные методы от ограничения на величину шага интегрирова

ния. При решении жестких систем подобными методами возможно исполь

зование больших шагов, когда это позволяет величина локальной по

грешиости.

В данной работе предложен алгоритм переменного порядка и шага,

причем порядок методов меняется от 1 до 3. для оценки локальной ошибки

аппроксимации А,устойчивых методов типа Рунге - Кутта р-го порядка

используются методы более высокого порядка, включающие все стадии

метода р-ю порядка.

Поскольку предложенные ниже методы покомпонентно переносягся на

системы обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка,

то для простоты записей будем иметь в виду случай одного дифференциаль

ного уравнения

У' = f (х, У)

с достаточно гладкой функцией f.
Рассмотрим нелинейвый метод вида

т

(т) _ ~ ..:f.L
Уn+ 1 - L.J 11 '

;=0

где

т С{ I
~ -1Г = 1+ __~'--_
,=0

• с+ m-\
1+Сm

т = 1, 2, 3 - число стадий нелинейного метода (4);

k hkI - Уn (a1k1 + азkз)
СО = Уn; С1 = - _1_ h; С2 = -..:.------;-----

Уn ynkl

Уn k1 (b]k 1 + Ьзk2 + Ьskз) - (al k1 + а2kз)2 •

Сз = --;;:. hk~ - Уn (al~ + a2k2) ,

k1 = t (Хm Уn); kz = t (х, + (J..2h, Уn + ~21hkl);

kз = / (х, + (J..зh, Уn + ~31hkl + ~З2hk2)'

(3)

(4)

(5)

3]



Из требования, чтобы т-стадийный метод (4) имел порядок аппроксима

ции р = т, необходимо выполнение следующих условий:

а - --1- а __1_ Ь = 2-Заз Ь = _ 2-За2
1 - 2а2 ' 2 - 2а2 ' 1 б~аз' 2 баз (аз - (2) ,

Ьз = 2 - За2 ~ _ аз (аз -(2) ~зl _ аз (~(2 - З(2) - (аз - аз» (6)
ба:1 (аз - ( 2) ' 82 -; аз (2 - За2) ' - а2 (2 - Заз)

для т = 1,

для т = 2,

YnY~ - 2y~

"."i', ~ J

I~ 2уn (y~)2 - 12y~y~y~ + 9 (y~)3
l Зб ------;;---;---- + О (hБ) для т = 3.

где а2 и аз - свободные параметры, причем а2 = ~21' аз = ~зl + ~З2'

Погрешность метода (4) имеет вид T~+I = e~+1 + r~+J' где e~+l
погрешность классических методов Рунге - Кутта т-го порядка, а

hз (у')2
__n_+O(h3)

Уn

h: (у~)з + О (h4.)
Уn

если т = 1,

Теорема 1. Нелинейный т-стадийный метод (4) А-устойчивый

операторы перехода в случае уравнения (2) имеют вид

I 1
I-Лh '

и его

1+-1 Лh
2

1_ _ I_ Лh
2

если т = 2,

1+-1 Лh
З

2 1
l-злh+т (л'h)2

Рассмотрим еще один т-стадийный метод, порядок аппроксимации ко

торого р = т:

(7)

Уn

т

l-h~ ~I
i=J

У<m) 1 2 3n+l =-----"'-'-'----, т = , , ,

где

для т = 1,

аl' а2• Ь 1 , Ь2 , Ьз , k1, kз, kз - определяются формулами (6);

h2 (y~)2 + O(h3)
Уn

Г~~I = { ~: (+ ~lY~ + ~2Y~) + О (h4
) для т = 2,

l :: (-:- ~,y: +-} ~,y; Н,у;Н о (h') для т ~ 3.

Теорема 2. Нелинейный т-стадийный метод (7) А-устойчивый, моно-
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если т =1.
I-лh '

и его операторы перехода в случае уравнения (2) имеют вид

1

тонный

. я; (Лh) = { I-лh +-}(л'h)2 •
если т = 2.

1
1 1 • если т = 3.

1- лh + 2""(М)2 - ""6(лh)З
\

Методы (4) и (7) можно использовать вместе. Если Уn =1= о и k1 =1= О. то рас

четы следует производить по формуле (4), а если Уn = О, то использовать

формулу

hk1
Уn+l = --------------''--------------

1 _ (a1k1+a2k2) k1 (b1k1 + b2k2 + Ьзkз) - (a1ki +a2k2 ) 2

k 1 ki
Когда Уn и k1 равны нулю. то значение Уn+l в точке хn+l = хn + h вычис

ляется по еще более простым формулам. которые также А-устойчивые. Ана

логично строятся методы более высоких порядков точности.

Локальную ошибку аппроксимации т-стадийного метода в точке хn
вычисляем по формуле

бу~m) = min 11 Y~) - у<nm ) 11. т = 1, 2,
m<J~З

где 11 '11- максим~льная норма вектора. Размер шага выбирается так. чтобы
выполнялось неравенство

бу(m) < eh (8)
n х -хо •

где в - требуемая точность вычислений в конце интервала интегрирования.

Главный член асимптотического разложения локальной ошибки аппрок

симации метода р-го порядка имеет вид

R~+I = hP+1'Jf (Уn> y~• . . . • y~').

При изменении шага интегрирования в (gi раз, где i - положительное
или отрицательное целое число, для hпов = gih получаем

R~+l = h~-J;1 чг (Уm Уn• . . . ,y~» = gi(Р+I)hР+ 1 Ч' (Уm Y~• . . . • y~».

Отсюда, предполагая, что поведение локальной ошибки аппроксимации

определяется ее главным членом, можно прогнозировать размер шага ин

тегрирования. проверяя выполнение неравенства

б (т) < eh
Уn (Х _ хо) ,I(m+l) (9)

При этом для вычислений на следующем шаге используется тот т-стадий

ный метод, для которого прогнозируемый шаг максимальный. Если теперь

неравенство (8) выполняется, то Уn+l принимается за численное решение

в точке Хn+l = х; + gih, если не выполняется, то шаг интегрирования умень

шается до тех пор. пока не выполнится неравенство (9), и весь цикл повто

ряется с уменьшенным шагом.

Отметим. что предложенные методы легко использовать для эффектив

ной организации контроля численного решения систем обыкновенных диф

ференциальных уравнений.
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в работе [1] приведено необходимое и достаточное условие того, что неко

торая автономная система обыкновенных дифференциальных уравнений яв

ляется системой Эйлера - Пуассона, т. е. определяет экстремали функ-

r ( dx
i

d' х
;

)ционала J /J х! (т), ~ (т), ... , dт;' (Т) dT при некотором выборе лагран-

жиана L. Пусть и обозначает открытое множество в г" с координатами
x i . Пространство г-скоростей т'и с координатами х(О)! ~ x l , х(1); , ...

' .. , х(,)! изоморфно и х н" х ... (г раз) Х ... я". Ниже все отображения,

функции и дифференциальныеформы считаютсякласса С", Если 1 - откры,

тое связное множество в R, содержащее нуль, то отображение а: 1--+ и,

называемоекривой в и, определяетэлемента из т'и по формулам х! (О-) =
- dd -' d'(Jl

= O't (О), х(1)1 (а) =-d (О), ... , х(п; (а) =-- (О), где а' = хчз . Любая си-
. т; ~'

стема функций Л; на т'и определяет автономную систему обыкновенных

дифференциальных уравнений порядка г, решения которой суть кривые

da' d'a! о
а (Т) в и, для которых Л, (0'1 (Т), -d- (Т), ... , -- (Т)) = О. Основнои резуль-

т; dт;'

тат состоит в следующем.

Теорема. Система дифференциальных уравнений Л; (x i, x(g)i, ... , X(')i) =
= О (j = 1, ... , N) является системой уравнений Эйлера - Пуассона Б том

и только том случае, если

дО/ЛI - до/л, - ~~=O (- 1)'~(д'iЛ' - д,fлд = О,
d..-

д л ~' (1)' 51 d
S

-
О

д·Л· = О
о] i - s=v - (5 _ v)1 vl dt;S-V "1

для 1 ~ v ~ г. Здесь dS/ обозначает частную производную по x(S)I.

Пусть ф' обозначает алгебру внешних дифференциальных форм на

пространстве Т'и (число г назовем порядком формы); а, ~, "? - произволь

ные такие формы произвольных порядков И f - любая функция на т'u.

Ясно, что ф' с фS при любых г ~ -". Пусть действуют следующие опера

торы: 1) дифференцирование dr из ф' в ф,+l, определяемое соотношениями

drd = ddr,

dr (а Л ~) = dra Л ~ + а Л dr~,

drf = Lk=сх(k+1)lдklf :

2) дифференцирование ip из Ф' в ф', определяемое при каждом неотри-
т

иате.1ЬНО:-'1 целом т соотношениями

iFm! = О,
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