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Пусть 5 - достаточно гладкая замкнутая поверхность в л-мерном про­

странстве Е", диффеоморфная (n - l)-мерной сфере 5 ,,-1 ; D1 - область,

ограниченная поверхностью 5 и содержащая бесконечность D i = Е" "" D1•

Поверхность 5 принадлежит классу А (2), т. е. удовлетворяеттаким условиям:
1) ее можно покрыть конечным числом областей, в каждой из которых

координаты текущей точки Х Е 5 допускают параметрическое представле­

ние

(i = 1, n),

где функции Х,. определены в ограниченной области Q изменения перемен­

ных t1, t2, ... , t,,_I;
2) функции Х,. осуществляют взаимно однозначное соответствие между

замкнутым множеством Q U дQ и соответствующей частью 5, причем

Е С
( 2 ) •

Х,. [Qu aQ],
3) выражение

4) направляющие косинусы внешней нормали n к поверхности 5 зада­

ются формулой

---... 1 д (x k+l ' . . • , Хm Xl ' • - - , Xk_l)
cos (n, X k) = "Г д (1 1)

1 •••• , 11- ]

Рассмотрим вопрос о разрешимости в области D1 задачи

lJ.и + w2u = О,

au
7 +auls = f,

(1)

(2)

р ешение которой удовлетворяет условию излучения Зоммерфельда при

г -+ 00:

ди - ,,- 1
- - iwu = et (JJГO (г 2 ) 1т w:> о,
д, , (3)

где со = а + i~ - комплексный параметр: г-гладкое векторное поле на

5 такое, что cos (;;: [)> О, а (М); f (М) - достаточно гладкие функции на
5, причем 1т а (М) = О .

Теорема 1. Если 7 Е С/У], а (М) Е C[ SI И существуют в области о,

лействительные непрерывные ограниченные функци и вч(х) (k = 1,11) с ку­
дВ

сочно-непрерывными производными -д k такие, что выполняются неравен­
Xk



(4)

етва

n

L (дВ" - B~! + ~2 - сх2 > О,
"=I \ дхь

.i в" cos (n:Xk) - -2-1- (20" - tg l' Од'У - g) I~ О,
"0=1 COS У т S

...--.. д д д
где cosl' = cos (n, [) > о, a:t = дГ - cosl' дn ' а g - некоторая функция

на 5, зависящая лишь от поверхности 5, то задача (1) - (3) в области D1
имеет не более одного решения.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 5 R - сфера радиуса Р, расположенная

в области D, и содержащая область D i ; D R - область между поверхнос-

тями 5 и 5 R; n- внешняя по отношению к D R нормаль. Используем
аналог формулы интегрирования по частям на многообразии [I]. Пусть М -

гладкое многообразие, погруженное в е::', ~ = :. - гладкое векторное поле,

а F - гладкая функция на М. Тогда интеграл J~~ ds сводится к интегра-
м

лу вида j' Fgds, где g - некоторая функция. В частности, если F = ЧН!1,
М

то

~ <р ~~ ds = - ~ '\J ( ~~ + g<p) аз. (5)
м м

Применим формулу Грина к функциям 1и 12 и 1 в области DR:

~~ t11 и /2 ао; = ~ д ~~ 12 ds,
DR s+sR

или

~~ {t1 1и 12 +~ д~b (Р" Iи 12) - f д~/{ (РЬ 1и 12)}dDR = ~ д ~~ 12 ds,
DR "=I Ь=' s+sR

где функции Р
"

(х) (k = ~) удовлетворяют условию теоремы. Из урав­
нения (1) имеем t1 Iи 12 = 2 (~2 - сх2) Iи 12 + 2 1grad и 12. Используя гра­

ничное условие (2) и фор~улу (5), получаем

Н {2 [ф2 - сх2) 1и 12 + Igrad и /2] + ~ ( ~P" 1и 12 + 2Ря 1и 1 д~ и I )}ао; =
DR ь=1 Х" ХЬ

= ~ {± Р" cos (n:ХЬ) - -1-[20" -tgl' ддУ - g]} Iи 1
2 ds +

S k=j cos У т

+ ~ [~РkСОS(n-:'хk)luI2+ д~~12 ]dS=
SR "-I

= r {± РЬ cos (n:ХЬ) - _1_[20" - tg)' ддУ - g]} 1и 1
2 ds +

~ k=1 COS У т

[

n j п-I п-\+ ~ ~ г, cos(n:ХЬ) - 2~ 1и 12 .ds+ 2г2(З г \ о (г- -2-. ) О (г- -2-) ds,
SR k=1 iR

что следует из формулы (3) и поведения функции и на бесконечности [2],
где

n-1
--2-

U = е/ООГО (г ).

29



Если устремить R -+ со, то и == О в области D/, есл и выполняются

условия

с цен-

условие
- (1)
l Е Crs] , о (М) Е C[SJ И выполняется

В2 :> а2 + 0*2 (0* = min о),
s

то задача (1) - (3) в области D/ имеет не более одного решения.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть начало координат совпадает

тром вписанной в область D, сферы . Функции B k берем в виде

" n

2 ~ ~:kk - ~ P~ + 4 (В2
- (

2)> О,
k=1 k=)

~ Pkcos(n:Xk)- _1_(20_ tgy аду -g) I ~O,
k=) cosy 'S

которые равносильны условиям (4): Pk = 2Bk .

Обозначим ; = 2 1 (20 - tg '\' ддУ - g). Если ~2 - а} > О, а :> о,
соз у 1"

то и = О в области D/, так как Bk = О (k = 1,"11). в случае; < о дока­
жем такую теорему.

Теорема 2. Если

В дг *
k = --д- а

X k (Г = l/~)._ Xk •

k=I

Тогда неравенства (4) будут выполнятьс я , если выполняется условие

В2 > а2 + a*~ + 2 (n
d

- 1) 0*,
D i

где dD , - внутренний диаметр области Di [3]. Поскольку 0* < О, то по­

следнее неравенство мажорируется таким: В2 :> а2 + о" .
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Я. Н. Пелех

ЯВНЫЕ А·УСТОЙЧИВЫЕ МЕТОДЫ ЧИСЛЕННОГО

ИНТЕГРИРОВАНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИй

в вычислительной практике часто приходится решать задачи с начальными

условиями для жестких систем обыкновенных дифференциальных урав­

нений первого порядка

У' = F (х, У), (1)

где У = (Уl' У2' .. ., Уn) и F = (fl' f2' ... , fn) - л-мерные векторы. Систему

(1) называют жесткой, если ее матрица Якоби ~~ имеет большой разброс
собственных значений. К решению таких систем приводят проблемы по­

строения математических моделей фиэико-химических, биологических и эко­

номических процессов, задачи многомерной оптимизации, кинетики, эле-
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