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АЛГОРИТМ РАСЧЕТА НА ЦВМ

БЕГУЩЕЙ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ

В ПРО80ДЯЩЕМ ФЕРРОМАГНИТНОМ СЛОЕ

(1)

Необходимость расчета бегущей электромагнитной волны в проводящем

ферромагнитном слое возникает при решении большого класса прикладных

задач, среди которых - исследование индукционных электрических машин

с массивным ферромагнитным ротором, исследование индукционного нагре

ва ферромагнитных деталей и др.

Нелинейность характеристики намагничивания среды практически ис

ключает возможность расчета в ней переменного электромагнитного поля

аналитическими методами. Реализация для этой цели в случае двумерных

континуумов даже сравнительно неслож

ной конфигурации метода сеток, заме- у'

няющего краевые задачи для дифферен- -f-:-,-----+--+I---------"""-----;"г----1N
циальных уравнений теми или иными Ус N-l

разностными схемами, возможна только

с применением ЦВМ большой производи- J
тельности и притом с большими затра-

тами машинного времени. г
В настоящей статье предлагается -+У-Н-+-+-------''.--------'---+-----i 1

дифференциальный гармонический метод о\т,--!;о--+----~.--------+--I-:;

приближенного численного решения этой

задачи для двумерного пространства,

позволяющий значительно уменьшить затраты машинного времени и объем

используемой памяти ЦВМ, что достигается благодаря сведению двумерной

задачи к одномерной исходя из предположения об ограниченном спектре

пространственных гармоник искомого поля в направлении движения волны.

Пусть на нижней и верхней поверхностях ферромагнитного слоя (см. ри

сунок) заданы волны нормальных составляющих Вну и Вву векторов магнит

ной индукции, движущиеся в направлении оси О'х' со скоростью и. диффе

ренциальные уравнения lv\аксвелла в системе координат хОу, перемешаюшей

ся относительно неподвижной системы х'О'и' равномерно и прямолинейно

в направлении оси О'х' со скоростью движения волн, имеют вид

дНу _ дНх =сВ ~+~=O
дх ду У' дх ду ,

где с = ,\,и; '\' - удельная электрическая проводимость среды.

Вектор Н напряженности магнитного поля связан с вектором о магнит
ной индукции характеристикой намагничивания среды

(2)
или в прсзктиях на оси х, у -

н, = н, (ВХ , Ву), Ну = НУ (B~, Ву),
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(4)

(3)

Ищем решение системы (1) в виде усеченных рядов Фурье

n

Z/3 = ~ (Z/3ck соэ k'YJ + Z(3sk sin k'Y)) (Z = Н, В, ~ = х, у).
k=1

Здесь 'У\ = ах; а = 2;; Т - период пространственной волны ; Z(3ck, ZflS .ч 

искомые амплитуды косинусных и синусных составляющих гармоник на

пряженности магнитного поля и магнитной индукции, зависящие от коор

динаты у.

Подставив выражения (3) в уравнения (1) и приравняв суммы косинус

ных И синусных членов, приходим к системе обыкновенных дифференциаль

ных уравнений, состоящей из n подсистем вида

dH xCk dH "'ч
~ = kaH ysk - eByck, dц = - kaHyck-еВуSk•

dBYCk dBYSk
dy = -kаВ xsk, -rц;- = kaBxck,

где k = 1. 2, ... , п. Граничными условиями для этих уравнений являются

амплитуды BHyCk, B"ysk . Ввусч, BBYS/< пространственных гармоник зависимостей

Вну = Вну (х), Вву = ВВУ (х) на нижней и верхней поверхностях ферромаг

нитного слоя.

для возможности решения системы (4) необходимо располагать связя

ми между входящими в нее амплитудами Hxck, H xsk, H yck, Hysk И Bxck, Bxs'"
Вусч , Bysk. Эти связи могут быть получены на основе зависимостей (2) и при

нятого допущения об ограниченности спектров зависимостей Нх (х), Ну (х) ,

В, (х) , Ву (х) при любом неизменном значении у. Выделим на периоде Т

элементарный слой среды толщины dy и введем для него 4n-мерные векторы
....
Н. = союп (H xcl, Hxs!, •• , , Нхсп, Hxsn, Hycl, H ysl, •.. , Н.чсп. H ysn),

(5)

В; = colon (B xcl, BxS', ••• , Вхсп, Bxsn, Bycl, Bys!, о о • , Вусп, Bysn),

являющиеся гармоническим отображением зависимостей Н = Н (х) и

В = В (х) соответственно. Наложим на элементарный слой среды на периоде
т сетку, состоящую из g равномерно удаленных один от другого узлов,

и составим 2g-мерНbIе векторы
....
Нс=соlоп(Н х1 , О," Hxg, Hy l , ••• , Hyg).

(6)

Ве = colon (BXI' • О • , B xg, Ву!, О. О О B yg),

являющиеся сеточным отображением зависимостей fj = н (х) и В = В (х).

Векторы Ер и Ер определенным образом связаны между собой. Зависи
мость

(7)

(8)

назовем гармонической характеристикой намагничивания элементарного

слоя среды. Рассчитать эту зависимость можно по следующему алгоритму.

Задавшись вектором Вг , вычислим с учетом (3) вектор Ве по выражению

Вс = РВг ,

где F - блочно-диагональная матрица , оба диагональных блока которой

являются матрицами размерности g Х 2n вида

cos 'YJl sin 'YJl cos 2'YJl sin 2'YJl cos n'У)l

cos 'YJ2 sin 'YJ2 cos 2'1")2 sin 2'У\2 cos n'У)2

cos 'Y\g sin 'Y\g cos 2'1")g sin 2rJg О о' cos n'l")g sin n'Y\g
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С использованием характеристики намагничивания (2) среды по элементам

вектора Вс найдем элементы вектора Нс . далее, из вектора Нс получим век-
-->

тор Н; по выражению, выведенному из формул разложения периодической

функции в ряд Фурье, в которых определенные интегралы заменены суммами

- 1 ~ у -

НГ = -Р/ДУ1Нс, (9)
11

где Ft - матрица транспонированная по отношению к матрице {; ~Y1 =
= diag (дУ11' ~Y12' ... , ~Y1g, дУ11' дУ12' . . . , дУ1g) - диагональная матрица,
составленная из угловых расстояний между соседними узлами сетки, на

ложенной на период Т, с учетом весовых коэффициентов выбранной формулы

численного интегрирования функций .

Ввиду нелинейности зависимости (7) систему (4) целесообразно решать

численным способом. Воспользуемся для этой цели сеточным методом.

С учетом обозначений (5) представим систему (4) двумя векторными диффе

ренциальными уравнениями

(1О)

где Р , Q, 61 ' jjz - блочные матрицы размерности 212 х 412, состоящие из

двух блоков размерности 212 Х 212 каждая; правые блоки матриц Р, Ь2
11 левые блоки матриц Q, Ь1 - нулевые матрицы; левый блок матрицы Р

v

И правый блок матрицы Q- единичные матрицы; правый блок матрицы

Ь1 и левый блок матрицы Ь2 - это матрицы вида

I I

~I-

2
-- - -
-2

12

-12

Наложим на интервал Ув - Ун одномерную сетку, образованную N
равноудаленными узла м и (см. рисунок) . Будем полагать магнитное поле

во всех N узла х искомым, а заданными будем считать нормальные состав

ляющие вектора магнитной индукции вне ферромагнитного слоя на поверх

ностях, расположенных в непосредственной близости к его границам. '1

Заменив дифференциальныеуравнения (10) разностными на сетке с уче

том сформулированных выше краевых условий, приходим к следующей

системе конечно-разностных уравнений:

v _

QB rl = QB r H ,

Q(- 3Вг l + 4Вг2 - Вгз)/2h + аЬiзг ! = О ,

р (Нгз - Hrl)/2h - аДНг2 + cQBr2= О,

115



(11 )р (kN - kN-2)/2h - адНгN_1 + сВгN- 1 = О,

Q(8r N - BrN_~)/2h + аDiзгN- , = О,

Q(ВгN-2 - 4ВгN- 1 + 3BrN)/2h + адВгN = О,

QBrN = QBr B•

где НГ/ , ВГ ; (j = 1• ...• N) - искомые векторы вида (5) в j-M узле сетки вдоль

координаты у; ВrH' Егв - векторы вида (5) у нижней и верхней границ
ферромагнитного слоя (их элементы B H11C• B HyS• Ввуе. BBYS являются задан

ными. а остальные элементы могут быть приняты проиавольными, В том

числе нулевыми. так как в произведениях QBr H и QBr B эти элементы отсутст
вуют);

h= Ун-Ун

N-l
- шаг сетки.

Система (11) состоит из 4nN скалярных уравнений и содержит 8nN

неизвестных (4n-мерные векторы Вр и Нр в N узлах). но с учетом N гармо
нических характеристик намагничивания вида (7) число независимых не

известных в (11) равно 4nN. Решим эту систему методом продолжения ре-

шения по параметру [2]. Умножив в уравнениях (11) векторы Вгн и 8rв
на скалярный параметр е. получим параметризованную систему уравнений,

которой соответствует в (4nN + 1)-мерном линейном пространстве траекто

рия. проходящая при е = О через тривиальное решение однородной системы

уравнений. получаемой из системы (11) приравниванием нулю ее правой

части. а при е = 1 - через искомое решение системы (11). Продифф ерен

цировав параметризованную систему по е и учтя. что для каждого из узлов

имеет место равенство

dH r/

dВ

прийдем к системе дифференциальных уравнений (12), в которой B~!-_ v

пронаводная вектора Br j по параметру е; R,,! - полная производная гармо-

нической характеристики (7) среды, вычисленная при Вг = Вг/. Эта произ
водная изображается квадратной матрицей 4n-го порядка, элементы которой

представляют собой частные производные

Rr i j = ~~: и. j = хlс, xls, ...• хпс, хпв, уlс. yls• . . . • уnс. yns) .

(13)
1I
"хх "ХУ 11= "ух "уу •

По своему математическому содержанию матрица Rp является оператором,-преобразующим заданное приращение вектора В" в соответствующее ему

приращение вектора Яр согласно равенству d!-J" = k.iBr•
Характеристике намагничивания (2) соответствует полная производная

дНх дНх

., dH ---ав;- дв,;
"= --- =dB гн, гн,

дВх дВу
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(14)

отражающая в осях х, у тензор дифференциального удельного магнитного

сопротивления среды . С,~едуя аvналогии между содержанием зависимостей

(2) и (7), полную производную Rr целесообразно рассматривать как тензор
дифференциального гармонического удельного магнитного соп ротивления
элементарного слоя среды. С учетом соотношений (8) и (9) имеем

R
Y

- dHr dHe аВе __1_ pV V F
р' - ~ -+ ~ - n tVc'

ан, ав, d8 r

где ;С - ~лочна'Я матрица, состоящая и; четырех одинакового порядк~ под

матриц " ell = diag (V xx1' ••• , "xxg), "е12 = diag ("xyl, •.•• V x yg) , "с2 1 =

= diag ("ух), ••. , "yx g) и "е22 = diag ("уу1. . . . , Vyyg ) , диагональные элементы

которых являются соответствующими элементами матриц вида (13) , вычис

ляемых для g узловых точек сло я (вдол ь координаты х) в j-M узле сетки.

Способ вычисления матриц вида (13) для различны х сред приведен в ра

боте []].
Расчет бегущей электромагнитной волны в проводящем ферромагнитном

слое сводится к численному интегрированию системы (12) по параметру в

при нулевых начальных условиях. При этом на шаге интегрирования выпол

няются следующие операции:

а) по известным из предыдущего шага векторам 8г; (j = 1, 2, ... , N).

вычисляются по формуле (8) векторы Ec j , по формулам. приведенным в ра

боте [1], вычисляются элементы матриц ~C; И по формуле (14) - гармони

ческие дифференциальные удельные магнитные сопротивления Rr; слоев

среды для всех N узлов сетки вдоль координаты у;

б) формируется матрица коэффициентов системы (12); -.
В) система (12) решается относительно производных Вг ; = dBr/dB;
г) в соответствии с принятым численным методом интегрирования (Эйле-

ра. Рунге - Кутта, Адамса и др .) вычисляются приращения векторов Ег!
на шаге интегрирования ~B и новые значен и я векторов Br j •

длительность расчета поля в соответствии с изложенным алгоритмом

при п = 3 и N = 10 на ЦВМ «EC-J022» составляет около 3 мин .
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