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Р. Н. Швец

О ВАРИАЦИОННЫХ ПРИНЦИПАХ

ДИНАМИЧЕСКОЯ ТЕОРИИ ТЕРМОУПРУГОСТИ

Вариационные принципы для задач динамической термоупругости как гра­

ничных задач рассматривались в работах [3, 5), а как начально-граничных­

в работах В , 4). Ниже приведена формулировка вариационных теорем для

задач с неоднородными начальными условиями .

Рассмотрим в трехмерном упругом пространстве область V, ограничен-

ную поверхностью ~ с единичной нормалью;' Термомеханическое состояние
рассматриваемого твердого тела при воздействии силовых и тепловых фак­

торов описываем в области V при т > О уравнениями движения

дац F - ~ ( " 1 2 3)дх, + i - Р дт2 1, / = , , ,
уравнениями теплопроводности

д! d' s~ + w О То as + d t о.аг- lV т;; = 'T--a:t gra =, (2)

в области V + ~ при 1" :>- О - физическими и геометрическими соотноше­

ниями

д! 1 (дЩ ди, ).
-д- = (]i/, еа = т -а- + -д- ,ei ; х/ Х,

В области V при 1" = О -
о ди, о

и; (х. О) = щ, ~ = Vj,

/(х, О) = /0'
и на поверхности ~ -

(]цn, = (]! = Р! на ~a, и! = "Й! НД ~u, (~ = ~a + ~u),

т - as+ n --a:t + (t c - /) = О на ~n'

/ = t на ~t (~ = ~n + ~t),

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

где f (ец, /) - свободная энергия [3]; S- вектор притока энтропии; То ­
абсолютная температура; / - приращение температуры; л - коэффициент

теплопроводности; Щ - компоненты вектора перемещения; ец, <ч - ком­

поненты генвора деформации и напряжения; Р! - компоненты вектора объ-

емных сил; Wo = а:; - плотность источника тепла.

Если продолжить (2) функции щ, Р! и /, Woнулями при т < О, положив

{
'Фt , 1":>- О,

~= ~
О. 1" < О,

то начальные возмущения и~, v~ для уравнения (1), а /0 для уравне­
ния (2) будут играть соответственно роль мгновенных источников

и~6' (Т) + v~6 (Т) и /06(1"), где 6 (Т) - функция Дирака. В этом случае
уравнения (1), (2) запишутся в виде

дац • д2щ
ax:-+Fi=Р~. (9)

I

щ ~ W* т as
дГ - div S + --т; = О, -г --a:t + grad t = О. (10)
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(15)

где источники заданы обобщенными функциями

F; = Fl + pи~{)' (т) + рv~б (т), (11)

_ {1, ~>O,
W* = W + toS+ (т), S+ (т) = О, 1: < О. (12)

Таким образом, имеем граничную задачу (9), (10), (3), (6), (7) термоупру­
гости в области V, решение которой необходимо искать в классе обобщенных

функций. Приведенная граничная задача (9), (10), (3), (6), (7) эквивалентна

вариационному уравнению

б {) fodV - SPlUid ~ - Sо,(и; -ii;)d ~ -) (;;. S)td ~ +
V };а };и ~.

+ ~ (~ .5) td ~ + ~ ;~ ~ (~- 5)2 d ~ + ~ (~ .5) tcd ~} = О, (13)

~ ~ ~

если величины щ, ец, Olj, 8 и t - независимые переменные, а их вари­

ации произвольны. Здесь

f() = i (eir, t) - F;Ul + Oi; [+ (~~; + ~~~ )- eij] ++р (д;;: у +
То aS2 - W*+ --v:- a:r + grad t ·8+ ----т- [. (14)

о

Вариационный принцип, записанный уравнением (13), является достаточно

полным, но не экстремальным и выражает лишь условие стационарности.

Если ввести обобщенный термодинамический потенциал

Фа = - Ф (eij, Oi;, t) + (~::' + F;)Ul _ +Р (~.~' У -
т aS2 ... W*

- 2~ a:r - gradt ·8-т;; t,

то вариационное уравнение

б {S GodV - ~"O'Uld ~ - ~. (о, - Pl) щd ~ + S(;; . S) td ~ -
V };'!};а "

с... - r Т д - - ('... - }- J (n • S) d ~ - J 2~ (h (n • 8)2 d L- J (n • 8) tcd~ = о
~ . ~ ~

эквивалентно уравнениям сформулированной граничной задачи, если вари­

ации бu" беij, баi;, dS, бt независимы. Здесь G (еп, ои. t) = f (еп, t) - Oijeij'
Вариационное уравнение (15) также выражает условие стационарности не­

которого функционала.
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