
Здесь матрицы Ak l непрерывно дифференцируемы порядка т; Аы = A1k ;

С - непрерывная симметричная матрица; Q - непрерывная положительно

определенная матрица. Предполагаем , что форма

Пусть

q = min { т i п ч*Qsч}, N = min {min ll*СчJ тах [ птах 1jJ*A-11jJ }.
aD 1111,[= 1 D X[ t :;.O) 1 1Т1i1=1 D x[I :;.OJ INJlI= 1

где Q' - симметричная часть матрицы Q, А = 11 Ak111k.1=1"
Теорема 3. Если область D выпукла и .

(:v У:> N (arctg lN Г
2

,

то для решения задачи (10) - (12) выполняется неравенство

t

ф(t)~Ф(о)ехр{- ~ja(t)dt}. (1 3)
О

где

ф (t) = j ~ f u~dD, а (t) > О, СО > О - const .
D k=1

Теорема 4. Если область D невыпукла и

[
Ro г 1 yFi--:> ----'----

Ro.+dD dD 2 t q
агс g ун

то для решения задачи (10) - (12) справедливо неравенство (13).
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ОБ ОЦЕНКЕ ПОГРЕWНОСТИ И УСЛОВИЯХ СХОДИМОСТИ

ПРИБЛИЖЕННОГО ОБРАЩЕНИЯ ПРЕ06РАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА

С ПОМОЩЬЮ ОРТОГОНАЛЬНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ

Проблема численного обращения преобразования Лапласа широко освещена

в советской и зарубежной литературе. Наиболее полный обзор работ в этом

направлении приведен в работах 11, 2, 8] *. Среди методов, дающих прин­

ципиальную возможность численно решить задачу обращения преобразова­

ния Лапласа, заслуживает внимания ввиду своей простоты метод, основан­

ный на разложении оригинала по ортогональным многочленам. Однако

задачам оценки погрешности и выяснению условий сходимости этого метода

посвящено незначительное количество работ [3, 4, 6].

* в работе [8] приведена библиография в основном зарубежных авторов по числен но­

му обращению преобраэования Лапласа и его применениям, охватывающая период 1931­
1975 гг.
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В настоящей работе для определенного класса оригиналов получены

оценки погрешности и условия сходимости приближенного обращения пре­

образования Лапласа с помощью ортогональных многочленов, сущность

которого состоит в следующем. Искомую функцию-оригинал t и) представ­

ляем рядом

00

t (t) = h (t) ~ аnрn (е-а/},
,,=0

коэффициентыкоторогоопределяютсяформулой

n

а" = L a7aF иа),
1=0

(1)

(2)

(5)

где F (р) - изображение Лапласа функции f (t); Рn (х) - ортонормирован­

ные многочлены на промежутке [О, 1]; а! - коэффициенты разложения

Рn (х) по степеням х': h' и) - весовая функция ортонормированных много­
членов; а > О - свободный параметр.

Таким образом, задача приближенного обращения преобразования Лап­

ласа сведена к вычислению коэффициентов ОП по формуле (2). При этом мы

встречаемся с проблемой умножения очень больших чисел а! на очень ма­

лые aF (ja). Как известно, в таких операциях теряется точность вычисле­

ния [5, 7]. для устранения этого недостатка выведем асимптотическую

формулу для аn, устанавливаемую следующей теоремой .

Теорема 1. Если непрерывно дифференцируемая функция t (t), t Е
Е [О, (0) обладает свойствами

. { А + BtVe-uf'J ln Qt , t _ О,

f (t) ~ С + ос«:" In St , t _ 00, (3)

где А, С, у, б, v, q, S - произвольные числа; В, D :::/= О , и, v::> О, то при

достаточно больших n имеет место асимптотическая формула для аn при раз­

ложении оригинала по смещенным многочленам Якоби

( -СII) _'/'р'Щ.(3) ( -0/) г (n + а + 1) Г (n + ~ + 1)
Рn е = r n " е ,Г tI = nl 2тГ (2т _ n) ,

аll ~ 2 {АГ (1 + io)(2mгl l + i . ) sin ал + Ва-УГ (1 + i1) (2mгО+ i, ) х
Уптг"

х In
Q 4т20 [sin i2л - 'П 4~2a (л cos i2л + 2ЧJ (1 + "1) s in i2л) ] + (4)

+ (- Г)" СГ (1 + ko) (2mг<l +k
оl sin (уо/а -~) л +(- 1)" D (2/а)б Г (1 + k) х

х Iпб 2т In
s(~ [п 2т) (2mгО+R) [sin k1л - 21н12т Х

Х (л соsk1л + Ър (1 + k) sin k1л) (б + s/In (+ln 2т))]),

. {3 3} {2Yola-1/t, С:::/=О,
а< ппп """2' 2у + 2""" ' Р < 2 (Уо + v)/a - 1/2' С = О,

где обозначено: 2т = 2n + а + ~ + 1, io= +- а, "1 = 2у + io,

ko = 2уо - ~ - -23 , k = ~ + ko, k1 = Уо + v -~, "2 = а - у - q,
а а а

'!J (х) = Г' (х)/Г (х), Г (х) - гамма-функция .

Предполагаем, что изображение Лапласа F (Р) есть аналитическая

функция в полуплоскости Re Р ::> Уо. Отметим, что когда в равенстве (3)
и = О, то у должно удовлетворять неравенству у > - 1. Это необходимо

для существования изображения Лапласа.
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Ввиду громоздкости доказательство теоремы 1 не приводим. Оно анало­

гично доказательству в работе [7].
Теорема 2. для функции t и). удовлетворяющей условиям теоремы 1,

при достаточно больших значениях n > N погрешность между точным зна­

чением f (/) и приближенным fN (/), полученным путем разложения оригина­

ла по присоединенным многочленам Якоби, устанавливается следующим не­

равенством:

1 I1f(/) 1 = 1 f(t) - fN (t) 1~ '1'1 (о, t) {11 1 (2Nгiо +

+ 112 (2NГ" !пQ
4N20 [ 1 sin i2л I + ln :Nta ] +

+ 114 (2N)-ko + I1 Б (2NгlI !п l) 2N Ins (~ !п 2N) х

x[lsink,n l+ ln';N (Iбl+ (;'1 ))]). (6)
In -lп2N

а

. { 1 1 } {2Уо/О - 3/2, С =1= о,
~< ппп 2' 2у+т ' ~< 2(уо-+ и)/о-3/2, с=о, (7)

где

а I

'1'1(0, t)=~exp[ot( У; _{-_+)]II_еХр(_оt)]2-4;

111 = -2-1- Г (1 + io) IА sin ал 1; д2 = -2'. Г (1 + i1) o-v Iв 1;
[о !,

ДЗ • Iq (л cos i2л + 2'1' (1 + i1) sin i2л ) 1;

114= 2~n f(l +lго)IСsiП(Уо/о-~)nl;

А&= d/? гт: +k)(2/0)CI D I;

116 = +131 cos k1л + 2,!, (1 + Iг) sin kl 31 [.

доказательство теоремы проводится аналогично работе [6].
Отметим, что из соотношений (4), (6) легко получить асимптотические

формулы для аn и соответствующие оценки погрешностей при разложении

оригинала по другим смещенным классическим многочленам. для этого

достаточно в формулах (4), (6) положить при разложении оригинала по:

а) смещенным многочленам Гегенбауэра - а = ~ = л - 1/2; б) смещенным

многочленам Лежандра - а = ~ = о; в) смещенным многочленам Чебы­

шева 1 рода - а = ~ = - 1/2; г) смещенным многочленам Чебышева II
рода - а = ~ = 1/2.

Отметим, что сходимость последовательности приближений [н (t) к f и)

равносильна возможности разложения f (t) в ряд по смещенным многочле­

нам Якоби 14]. Из теорем, дающих условия, достаточные для возможности

такого разложения , легко получить , учитывая класс рассматриваемых ори­

гиналов, условия на пара метры, характеризующие функции t и). в рас­

сматриваемом случае неравенство (5) вместе G предположением непрерывной

дифференцируемости функции f (/) и условием Уо + v > О (если Уо + v = о,

то б < - 1) обеспечивает сходимость частичной суммы ряда [» (/) К f (/).
Полагая в формулах (4), (6) q = s = о, Уо = о, получаем как частный

случай результаты работы [6]. - -

1. Диткин В. А., Придников А. П. Операционное Rсчисление.- М . : Высш. школа, 1975.­
407 с.
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ДВИЖЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНОй ТОЧКИ

В КРИВОЛИНЕЙНОМ ТРУБОПРОВОДЕ, РАСПОЛОЖЕННОМ

В ВЕРТИКАЛЬНОй ПЛОСКОСТИ

Линеаризованные дифференциальные уравнения движения материальной

точки в расположенном в вертикальной плоскости криволинейном трубо­

проводе при условии, что сила сопротивления пропорциональна квадрату

скорости, имеют вид [2]

(1)

р

. VN

~ = р (l -1- 1]Vot) ,

ёi + 'JlVo . 1- [ 2 v~ (2)
1 -1- 1']vot а - (й - рг (1 + 1']t'ot)"

где ~, а - обобщенные координаты

(см. рисунок); ио - начальная с ко­

рость движения материальной точки ;

р - переменный радиус кривизны

линии, на которой находятся центры

поперечных сечений трубопровода ;

r - радиус внутренней окружности

поперечного сечения криволинейного

трубопровода; 1] - коэффициент, учи­

тывающий сопротивление среды; g-
2 н

ускорение силы тяжести; со =-;-.
Первое уравнение с отделяющимися переменными, а второе после под­

становки

х = ~(l + 1']ио!) (3)
1]ио

приводится к однородному уравнению с переменными коэффициентами

х2а" + ха' + (х2
- -21-) а = о. (4)

1] рг

Интегрируя уравнения (1), получаем

~

Spd~ = -1 In (1 + 1]Vot). (5)
о '1
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