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1. Пусть Н, Н1 , О. О1 - гильбертовы пространства. Если А : Н ~ Н1 •

В : G~ О1 - линейные плотно заданные операторы, то их тензорное произ

ведение А 0 В является плотно заданным оператором и, как нетрудно ви

деть, (А ® В) * ~ А * ® В*. Следовательно, если операторы А * и В*

также плотно заданы, то и оператор (А 0 В)* плотно задан. Поэтому, если

А и В допускают замыкание, то и А ® В допускает замыкание. Докажем

такое утверждение: если линейные операторы А и В плотно заданы и допус-

кают замыкание, то (А ® В)* = А * 0 В* (А ® В обозначает замыкание

оператора А 0 В).

2. Рассмотрим частный случай. Пусть Н = Н1 = L 2 (Х, dx), G =
= О1 = L 2 (У, dy), где Х - пространство с мерой ах, а У - пространство

с мерой dy. Пусть l (соответственно т) обозначает комплекснозначную

функцию, заданную на Х (на У), измеримую относительно dx (относительно

dy), а А (соответственно В) - оператор в L 2 (Х, dx) (в L 2 (У, dy» умноже

ния l (на т). Обозначим через С оператор в L 2 (Х Х У, dxdy) умножения на

функцию п, где п (х, у) = l (х)m (у) . Тогда, используя отмеченное выше

включение (А 0 В)* ~ А * 0 В*, нетрудно убедиться, что А 0 В = С.

Сначала прогерим, что (А ® В)* С.С* . Очевидно, что А * 0 В*

и (А ® В)* являются операторами в пространстве L 2 (Х Х У, ах dy) УМЕО
жения на n (х, у). Поэтому в рассматриваемом случае (А EtЭ В)* = А* 0В*.

Следствие 1. Замыкание тензорного произведения нормальных (соот

ветственно самосопряженных или унитарных) операторов есть нормальный

(соответственно самосопряженный или унитарный) оператор.

3. Заметим. что если Н, Н1 , Н2 - гильбертовы пространства, Q:
: Н -+ Н1 - линейный ограниченный оператор (заданный необязательно

всюду), Р: Н, -+ Н2 - линейный оператор, допускающий замыкание, то

PQ допускает замыкание и Ni с PQ. ; , ,
Следствие 2. Пусть в дополнение к ' предыдущим предположениям су-

- I ----
ществует ограниченный обратный оператор (QГ . Тогда PQ = PQ.

df I
действительно, полагая P 1 = PQ, получаем P1Q- = Р, и согласно

предыдущему P1Q- 1с P1Q-J.
4. Нам понадобится еще такое замечание. Пусть Н, Н1 , Н2 - гильбер

товы пространства, Р: Н -+ Н1 - линейный плотно заданный оператор,

Q: Н1 -+ Н2 - линейный плотно заданный ограниченный оператор. Если

R (Р) с D (Q), то (QP)* = P*Q* . При этом D ( .) - область определения,

а R (.) - область значений оператора э • Так как включение R (Р) с D (Q)
влечет равенство D (QP) = D (Р), то наше утверждение вытекает непосред

ственно из определения сопряженного оператора.

5. Докажем утверждение П .l в предположении, чтоZ (А) = (О), R (А)=

= Н1 , Z (В) = О, R (В) = О1 , где Z (.) - многообразие нулей оператора·.

для этого рассмотрим полярное разложение А = US, В = VT, где S =
= (А *А)''', Т = (В* В)''', и: Н -+ Н1 , V: G -+ а1 - унитарные опера
торы.

Имеем А 0 В = (и 0 V) (S ® Т) и в силу замечания п. 4 (А ® В)* =
= (S ® Т)* (и ® V)*. Отсюда, применяя результаты п, 2, получаем (А 0
е В)* = (S ® Т) (И* ® V"). С другой стороны, А* 0 В* = SU* ® TV * =

= (S 0 Т) (И* ® V*). Поэтому в силу замечания п. 3 А* 0 В* = (S 0
® Т)(И* ® V*) = (А ® В)*.
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6. Общий случай сводим к-случаю, рассмотренному в п. 5, представляя
оператор А в виде прямой суммы оператора Z (А) -+ R (А)l равного нулю

и оператора Z (А ) l -+ R (А) равного сужению на Z (А)l n D (А) опера
тора А. Аналогично поступаем с оператором В.
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Пусть D с Е
П

- конечна я область, ограниченная гладкой поверхностью

дD. В цилиндре D х It > О) рассмотрим задачу

n n

~~ - }: д~ (akl и, х) : : ) - ~ bk (t, х) :: - с (t, х) и --"'о,
~.l= 1 k l "= ' "

ди---av + ои laD = О,

и (О, х) = t (х),

(1)

(2)

(3)

(4)

~ ~ ~ _ Л _

где а L аь, -а- COS(n. Xk); n - вектор внешней нормали (по отно-
V k,/=\ ХI

шению к D) к границе дD; (J Е С [дDJ;

n п

l: aklCPkCP ;> l' (t) ~ CPk
k,l= 1 "='

для любых ср* = (СРl' СР2' . ..• <Рп)' 11 ср 11 =1= О, l' (t) > О vt > О.
Интегрируя очевидное равенство по области D, получаем

~=2SSU~=-2\'r[~ akl~~+_1 f,~U2+
д! а/ • J ~ aXk дх] 2 ~ aXk

D D k,l= 1 1<=\

+ t, a~k (B ku2
) - СЦ 2] dD + 2 д~ [и "~I ан ~: COS(n:-Xk) +

+ ц2 tl (+ bk+ Bk)COS(n,~k)] ds,

- дВ

"где функции В

"
(k = 1, п) непрерывны вместе со своими ПРОИЗВО;J,нюш-д- [2].

Х"
Пусть в области D х [t > О) существуют такие функции В". что по ар-

гументу Х = (х1 , . .. , хп) выполняются условия

п

~ ( ~:" - Bk) > с* (t. х),
"=1 "

Здесь

с* = шах (шах cp*A-'ср; [с (t. х) - +i: ~~: ]. А = 11 ak,IIk',,=I.
DXrl:;,. О) 11<r11=1 "='

(5)

(6)
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